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Proyecto (Los Caminos del Saber

Es un programa de educacion que te ofrece multiples recursos, impresos
y digitales, para que adquieras conocimientos y desarrolles habilidades
que te permitan enfrentar los retos del futuro.

¢;Qué te ofrece el programa para el area de Matematicas?

» Un libro del estudiante L=

que responde a las exigencias planteadas por el MEN P

fabe
* oo 4 . - o ———
- y y promueve el desarrollo de tus competencias.

1 - — 7 - -
1k 5 ,
. Un sitio Web | Y | % fl, |’,
& www.santillanaplus.com.co con mas —
o recursos interactivos y multimedia

 —
que agregan valor & tu desarrollo escolar. ‘ —

Un Libromedia en DVD, que:
v q

& Contiene una amplia variedad de recursos digitales. = Se vincula a tu saldén de clases y a tu hogar como una
& Es facil de manejar y no requiere conectividad. oportunidad para aumentar tu eficacia en el aprendizaje.

Barra
de herramientas




¢;Como esta organizado tu libro?

Para que juntos alcancemos las metas educativas que nos hemos propuesto, el programa
de educacion te ofrece un libro organizado en diez unidades y cada unidad se presenta asi:
Pégina inicial
Al comienzo de cada unidad, encontrards una doble pagina de apertura donde se presentan
los temas que abordards y los logros que vas a alcanzar. También se enumeran los contenidos
y las actividades que desamollards en tu Libromedis, asf como las evaluaciones que te ayuda-
ran a afianzar tus conccimientos y competencias.

_+ Cronologia
Es una linea de tiempo
que te muesira cima ha sido
estudiado un tema de
Tu plan de trabajo... l2 unidad, en diferentes
Presenta los temas y logros £goas y lugares del munda.
que vas a desarrallar
en 13 unidad. N
‘ Y esto que vas
- : i aaprender,
Encventra | - Jpara qué te sirve?

enlibromedia |
Relaciona fus abjetos
digitales y las evaluaciones
que complernantan tu libro.

Es una lecture de motivacion
gue teinforma scbra una
aplicacidn prictica del tema
02 la unidad.

Lo que sabes !
Es una autvevaluaddn de conceptas que debes saber para que aprendas con mayor
faclidad o quese va a trabajar

g
JEQITUIN

El desarrello de los contenidos esta acompaniado de ejercicios y de situaciones en contexto, cuya
solucion se explica paso a paso. Ademds, encuentras actividades para desarrollar tus competencias.

e ™ Teindica el tips de esténdar o

estdndares que se trabajan en
cadla pdgina.

Afianzo competencias
Son actividades para
T interpretar, arqumentar

- y propaner. También para
gjercitar, ramonar, modelar
o solucionar problemas.

Ejemplos — |
San ejercidos de

aplicacicn de la teoria [
que se estd trabajando.




% En el desarrollo de las tematicas también encuentras:

# Al final de la unidad encuentras:

Ejercicios para repasar
Es una seleccion de actividades de cada tema, para
que repases y respondas alli mismo.
*® - n
] o “ ‘
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Y esto que aprendi,

(para qué me sirve?

En efla padics leer y analizar
situaciones que tienen aplicacion
con la terndtics estudiada.

Trabaja con

En ella encuenttras actividades para
que trabajes las temas de |2 unidad
en diferentes programas informétioos,

- ey

oy

- < En estos recuatns B % cuac!r'q Ay En esfa seccion encontrards
cicontras daas informacion dave para que prequntas acerca de la teoria
acerca de los pueds conprender mejor : que se esté rabajando.

A aontecimientos ksl
histdriaos relacionades
con 2 tematics que
se esté rabajando. En estos cuadros encuentras una prequata
: acerca del terna siquiente para que te

prepares para la prixima dase.

Problemas para repasar

Te presenta un problema resuelto acerca de una de
las tematicas de la unidad y algunos problemas para
que apliques lo aprendido.

D i _:,‘,.,_‘_-_.fﬁ“,_..._:-._ SowLGo e
e =,
Hiperpagina

Dable pagina en la que se abordan los temas de una rmanera
mas visuel oon el propdsito de facilitar su comprension

v 2oy
la sUeesian g2
Hbonacci?
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@ NUmeros reales y expresiones algebraicas

Estandares: pensamientos numérico
y variacional

=» Tu plan de trabajo...

& Conccer las propiedades de las operaciones

entre los elementos de los diferentes
conjuntos numéricos.

u Efectuar operaciones entre expresiones
algebraicas.

Libromedia €3

Evaluaciones:

« Diagnostica v De desempefio
Q 3 Multimedia 1 Audios
1 Galerfas 4 Imprimibles
B 5 Actividades = 3 Enlacesweb

1.

Halla la expresidn decimal de los siguientes nu-
meros. Luego, determina si la expresion s exacta,
infinita periddica e infinita no periddica.

13 i = J0o3
a 73 b. g ¢ 55 d. 2

. Realiza las siguientes operaciones.

a. /2xa+a9 c. {5+3)2
f 2
b. y62 —11X1 +5 d.%

. Resuelve las siguientes operaciones.

9 3
T 5 4
s e e S
L TRy ) | Fd
b =5 +t% =3 d £(-3 x%)

. Simplifica las expresiones algebraicas.

a. 8n—(5+ gn— ;) b. Sx — (3y — %) + 2x



© Cronologia de los niimeros reales
Egipte. Se encuentran en el papiro de

\\' Y esto que vas a aprender,
ipara qué te sirve?

..Para saber cuantas
personas ven los programas
de la television.

Cuando se quiere conocer el nimero de personas
que observan un pregrama determinado de televi-
sién se toma una medida denominada indice de au-
dienciz o rating. El indice de audiencia es la medida
electrdnica gque indica la audiencia o sintonia de un
canal de television regional, nacional e intemacional;
para medir el indice de audiencia se utiliza un apa-
rato denominado audimetro o people meter, que se
conecta en los televisores y permite conaocer la infor-
macién, en tiempo real, del ndmero de personas que
estan viendo television, cuanto tiempo permanecen
viendo cada canal y cudnto tiempo estd encendido
el televisor.

# Lee mas acerca de este terna en la pagina 30.



. 9. 5ol Recurso
1. Conjuntos numéricos < S mews G mmse
Historia de Los conjuntos numéricos se crearon a partir de necesidades especificas. Asi, los ndmeros
i . iti naturales surgieron de la necesidad de contar, los enteros se utilizan desde la Antigiiedad
as para indicar deudas y ganancias, los racionales permiten representar partes de un todo
El oem'::os ndmeros v los irracionales sirven para expresar la medida de ciertos elementos como la diagonal
natura

Histéricamente la formali-
Zacién de las ndmeros na-
turales se presenta a partr
dedos propuestas: los axio-
mas de Peano v la teorla de
canjuntos.

Segun Guissepe Peano
(1858-1932), el cero no
debeincluirse en los ndme-
ros paturales. Sin embarga,
en teorfa de coenjuntas sf se
incluye.

Actualmente es recomen-
dable induir el cero en el
conjunta de los nimeros
naturales cuando se es-
tudla el sistema numérico

Qeclmal.

10| @ssunmiane

de un cuadrado.

1.1 NOmeros naturales

El conjunto de los ndmeros naturales se simboliza con M y se determina por
extension ast

Rl=1{0,1,2234567..}

Los nimeros naturales se representan en la recta numérica de la siguiente manera:

0 1 2 3 4 5 6

El conjunto de los niimeros naturales es cerrado para la adicién y para la multiplicacion,
es dedir, si se elige cualquier par de nimeros naturales y se suman o se multiplican, el
resultado siempre serd un nimero natural. En cambio, la sustraccion no es una operacion
cerrada en R, porque la diferencia de dos nimeros naturales no siempre es un nimero
natural. Por ejemplo, 15 — 20 da como resultado —5 que es un nimero que no perte-
nece a los naturales.

1.2 NUmeros enteros

El conjunto de los ndmeros enteros se simboliza con £ y se determina por exten-
Sidn asi:

E={. . =4 =3 =2 =101 234 -}

Los niimeros enteros son una extensién de los nmeros naturales y se representan en la
recta numérica asi:

=f =¥ =X Ve 6 1 2 3 4 5

El conjunto de los niimeros enteros estd conformado por:

# Los enteros positivos: £+ = {1, 2, 3,4, 5, .1

# Los enteros negativos: £ = f=1, =2, =3, —4, ...}

2 El niimero cero: {0}.

Por tanto, se tiene que & = £+ U 7 U {0}

El conjunto de los niimeros enteros es cerrado para la adicion, la resta y la multplica-
cién. La divisién no es una operacidn cerrada en &, ya que ¢l cociente de dos nimeros

enteros no siempre es un nimero entero. Por ejemplo, el cociente de T + 2 es 0,5 que
€5 un nimero que no pertenece a los enteros.
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1.3 NOmeros racionales « [EEJ v

El conjunto de los ndmeros racionales se simboliza con @ y se define como:

Q= {%cona,bel,b%o}

Los nimeros racionales se pueden expresar como nimeros decimales exactos o como
nimeros decimales periddicos. Por cjcmpl(), % se pur:dc expresar como 0,73 y —;— comao
0, 3. Los nimeros racionales se representan en la recea numérica asi:

5 -2 -1 _31 0
2

1.4 Nomeros irracionales < [ERp s

El canjunto de los nimeros irracionales se simboliza con [ y esta formado por
todos los ndmeros decimales infinitos no periddicos.

La representacion decimal de un nimero irracional tiene infinitas cifras no periddicas.

Por ejemplo, el ndmero  es igual a 3,141592653589793. ..

Al ubicar los niimeros racionales en la recta numérica, quedan puntos en la recta sin
ocupar; estos puntos cotresponden a los ndmeros irracionales. Los nimeros irracionales

12

V2,3 y 5 serepresentan en la recta numérica a partir de tridngulos rectingulos,
aplicando el teorema de Pitigoras asi:

R B AR —
7 XK :%- : \ :.'-l L Ar .
- o .'v ' .'1 5
7\ iUn numera real puede ser
=z | ! ’.'. ' al mismeo tiempo racicnal e
2 T Y21 irracional? ;Por qué?
-1 0 1 V2 V3 2Vs 3 4
. ) Reaurso
1.5 Numeros reales Ao Ll mprimivie

El conjunto de los ndmeros reales se simboliza con R y s |a unidn del conjunto
de los nimeros racionales (@} y el conjunto de los nimeros irracionales {[). Es
decirR =Q UL

El conjunto de los niimeros reales es denso, esto significa que entre dos nimeros reales
siempre existe otro nimero real.

Al ubicar los nimeros en la recta numérica, se establece una correspondencia entre los
nimeros reales y los puntos de la recta numérica, de tal forma que a cada punto de la
recta le corresponde un ndmero real y a cada niimero real le corresponde solamente un
punto de la recta numérica. Por esta razon, a la recta numérica se le denomina recta real.
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Afianzo COMPETENCIAS ) interpreto « ' Argumento +#8 Propongo (@ Elercito ) Razono 3 Soludono problemas

€9 Determina si cada uno de los siguientes diagramas

representa de manera correcta la relacién entre los
conjuntos numéricos.

(B 2.
[ It

z Q
Q z
R fd

\} Determina cudles de las siguientes proposiciones son
verdaderas y cudles son falsas.

3. Todo nimero entero es un niimero natural.
4. Todo nimero natural es un nimero entero.
5. Algunos nidmeros racionales son niimeros enteros.

6. Algunos nimeros racionales son nidmeros irracio-
nales.
) Escribe, si es posible, un nimero que cumpla cada
condicién.
7. Entero no natural, 10. Racional no entero.
11. Real no racional.

12. Irracional no real.

8. Natural no entero.
9. Racional no natural.

. Representa en una recta numérica cada conjunto de

numeros.

13. 8= {_3; 2, _058)6; e 394; _1)5’2}
14 C = {2, -0,7,5, —10,8, ;,0,4, —0,25}
15. D = {v"’i,_;‘, _V"’;, —],6{%; _0>8}

a Ordena los siguientes nimeros de menor a mayor.
16. 13, =2, =9, 0,9, 12, 4,11, =1, 7, =7, 8
7. —2,—0,5,—3, —10, 8,0, —8, 3,1, 3,15, —5,10
18.%, -9,5,2, 1,3, =3,7, — ; 1,8, 0,6
19.v2,1,4,-1,8, -3, *;1
20.v5,2,5,2, 1,8, -1, -1,2, — g

12| o

° Efectia las siguientes operaciones. Luego, clasifica el
resultado en entero positivo, entero negativo o cero.

2.6 — 10 —3 — 46 + 30
22. (—42) + 35 + (—350) + 12+ 76
23.5(—4 — 2) + 6(17 — 12)

@ Determins si la rafz cuadrada de cada némero es
racional o irracional.

v ,-' 9 —
24. y 36 26.". 16 2,8_,;’5—(_)'
5. -V122  27. =169 9./

Clasifica el resultado de cada operacién en decimal
exacto o decimal periddico.

w11 medefd
31.6—:—(—%) 35— x (-2 +10)

En un trayecto, la velocidad x de un automévil varié
de 0 a 80 kilémetros por hora. Determina cudles de
las siguientes proposiciones son verdaderas y cudles
son falsas.

34. La velocidad del automdvil es un ndmero x tal
que 0 =x=80yx &L

35. La velocidad del automévil pudo ser 5043 kilé-

metros por hora.

36. Si en una parte del trayecto la velocidad del
automovil fue )\" 2, entonces, se cumple la desi-

gualdad 0 = y'= 404/2.

a Observa el siguiente rectingulo. Luego, resuelve.
| Y —
T "..1
& =
L

37. Determina el valor de x y de g, si %, y € Z.

38. Determina posibles valores de x y de y, teniendo
en cuenta quex E Wy y € .

Lo que viene... =D

A continuacidn, vas a trabajar las expresiones alge-]
braicas, averigua como se clasifican los polinomios y
\ escribe un ejemplo de cada uno. !
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2. Expresiones algebraicas

Una expresion algebraica es una combinacién de niimeros y variables mediante opera-
clones aritméticas. En una expresion algebraica las variables son letras que representan
cualquier nimero de un determinado conjunto numérico. Por ejemplo, las letras x, y y
z pueden ser variables que representan cualquier ndmero real y la expresion 3x — 2y + z
es una expresion algebraica que relaciona estas varables.

Un monomio s una expresion de la forma ax¥, donde 2 es un niimero real y & es un
entero no negativo. En general, la suma o resta de dos 0 mds monomios se denomina
polinomio. Formalmente un polinomio se define de la siguiente manera:

Un polinomio de variable x es una expresion algebraica de la forma
aX? + an_ =1, +ax+a,

Donde g, 0, ... Gy, gy son ndmeros reales y n es un ndmero entero no negativo.
Si a, ¥ 0, entonces, el polinomio es de grado n.

Alos monomios de la forma gz que conforman un polinomio se les denomina términos.
Si un polinomio tiene dos términos se le denomina binomio y si tiene tres términos se le
denomina trinomio. Por ¢jemplo, 4% + 2x2 — 6 es un trinomio de grado tres.

Los términos semejantes de un polinomio son aquellos que tienen las mismas variables
elevadas a las mismas potencias. Por ¢jemplo, en el polinomio =722y + 3x72 + 5x%,
tnicamente son semejantes los términos — 7%y y S22y

2.1 Adicion de polinomios < [EXP s

Para sumar dos o mis polinomios se reducen términos semejantes. Por ejemplo, para
sumar — 10mn? + 7mn + 6 y 21m?n — 8mn? — 15, se realizan los siguientes pasos:

(—10mt + Toitn + 6) + (21m*n — 8mnt — 15)
= (—10mn? — 8mn?) + (Fmln + 21min) + (6 — 15)

= —18mn? + 28min — 9

Se india fa adiddn.
Se agrupan términos serngjantas.

Se reducen términes semejantss.

2.2 Sustraccion de polinomios

Para restar dos polinomios, se suma el minuendo con el opuesto del sustraendo. Porejemplo,
para restarle el polinomio —y*x + Z x — 6x*y al polinomio _;,xa),z + S5x%y + —;—x, se

realizan los siguientes pasos:

Seindicz la sustracdn.

1 5.2 2 B 0 Y & S 3
(34\'3] +5.\_y+2x) ( yx+4x ze))
= fdicaa 1 > T ; s e S

(5x'_y + 5%y + Zx) + () ® =t 6x7'}) Sesurna el opuests del sustrzendo.
Se aprupan temminos semejantes.

_ 1 1
= '5::‘3)'2 + )-zx + (6x2y + sz_r) + (—i.\ - %x)

Se reducan terninos semejantes.

= -;-.:3)'2 -+ yzx + ”sz - "}i‘x

Ampliacién
multimedia @ Actividad

Historia de
as matematica

Expresiones algebraicas
en la Antigliedad

Hacia 1700 a. C los babile-
nios planteaban expresio-
nes algebraicas en forma
verbal. Luego, a partr de
Diofanto {250 d. C) hasta
comienzos del siglo XV,
se utilizaron abreviaturas.

Par ejemplo, el mate-
maético francés Frangois
Vidgte (1540-1603) escribla
polinamios tales coma
éx? — 7x + 4 de la forma
60— TN+ 4,

O --‘-|13
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Recuerda que...

2.3 Multiplicacion de polinomios

Cuando se muftiplican ¢
dividen monomios de
igual signo ¢ resultaco es
pasitivo y cuando se mul-
tiplican o dividen mar-
mios de diferente signa
el resultado s negativo.

~6Byloz2,

del segundo polinomio.

g EJEMPLOS

Para multiplicar dos monomios se multiplican los coeficientes y las partes licerales,
teniendo en cuenta que, al multdplicar potencias de igual base, se deja la misma base y
se suman los exponentes. Por ejemplo, al multiplicar 3x%7z por —2x%z ¢l producto es

Cuando se multiplican dos polinomios se aplica la propiedad distributiva, es decir, se
multiplica cada uno de los términos del primer polinomio por cada uno de los términos

2.4 Division de polinomios

Para dividir dos monomios se dividen los coeficientes y las partes literales teniendo en
cuenta las propiedades de la potenciacién. Por ejemplo, al dividir —16p645 entre —2p%g®

¢l codiente es 8‘0296.

La division de un polinomio entre otro polinomio, se realiza de forma similar a la divi-

sidn entre ndmeros enteros,

1. Multiplicar ¢l monomio 5x con el polinomio
—2 + 3% — 4x + 10.
Primero, se aplica la propiedad distributiva,
Sx (=2 + 322 — 4x + 10)
= 5%+ (—2%) + 5x - (3x?) + 5x - (—4x) + 5x- (10)
Luego, se efectan las multiplicaciones aplicando las
propiedades de la potenciacion.
—=5x1 #3534 152! 2 — 20! + 1 + S0x
Finalmente, se suman los exponentes.
—5x + 15x% — 2022 + S0x
2. Hallar una expresién al- l
gebraica que represente el
drea del siguiente tridn- 222 -3

gulo rectingulo isdsceles. I

El drea del tridngulo es igual a la mitad del producto dela
base por la altura. Para hallar la expresion algebraica que
representa el drea del tridngulo se realizan los siguientes

5

(2 — 3)(24* — 3)

~

Por tanto, la expresién que representa el drea del tridn-
gulo es 22% — 6x* + 'g
3. Dividir 462 + 7ab + 6a* — 8 entre 22 + b.

Primero, se ubican el dividendo y el divisor ordendndolos
en forma descendente con respecto a una de las variables.

Segundo, se divide ¢l primer término del dividendo
entre el primer término del divisor, para hallar el primer
término del cociente.

6a + Fab + 4 — 8 22+ &

3a
Tercero, se multiplica el primer término del cociente

por cada término de divisor y ¢l resultado se le resta al
dividendo.

Gt + Tab + 46 — 8 22+ b
—6a* — 3ab 3a
4ab

Luego, se realiza ¢l mismo procedimiento hasta que el
residuo tenga un grado menor que el divisor.

6 + Tab + 462 — 8

2a+ b
—] Conlantea |2 aynreain 2 sira
A 5 Se plantes la expresidn algebraica. —62 — 3ab }_}a-&-—lb
=t (e B) = B{P =3) dab + 4b2 — 8
2 —4ah — 24*

= R T Y
= dx 6x22 6x” + 9 Se aplica la propiedad distributiva. 26— 8
2y 9 s Finalmente, se concluye que el cociente de la division es
= 24 — 62 + 3 Sesimplifica. 3a+ 2by el residuo es 262 — 8.

- J
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Estandares Pensamientos numérico y variacional l'

Afianzo COMPETENCIAS ) interpreto « (P Argumento + # Propongo « @ Ejercito - € Soluciono problemas

ﬂ Responde.
39. ;Qué es el grado de un polinomio?
40. ;Cudndo dos 0 mis términos son semejantes?

41. ;Como se llaman los polinomios que tienen dos
términos?

42. ;Cuil es el signo del producto de dos monomios

que tienen diferente signo?

0 Determina cudles de las siguientes proposiciones son
verdaderas y cuiles son falsas. Explica tu respuesta.

43. El polinomio 7x? — 3x + 2 es de grado 7.
44. Todo binomio es polinomio.

45. Algunos trinomios son monomios.

46. La expresion —Sx; no € un monomio.

Indica ¢l término que no es semejante en cada caso.
47, —12ks; ktls; — skt — thls
48. 2P np; —mnp¥; — pmink Snlpm?

49. —abd; dbha; —alth; Bea
50.y'S xz2y; ¥ 3 yixz; —dmyts —V2xs
51. és‘t‘va; =3y, —SePah %m’t‘

Realiza las operaciones indicadas.
52.(6—m) + 2k—m) + (n+ 2m) + (m — &)
53. (xp + 2@ — 2y=) + (229 + 3xz — 32)

54. (1,82 — 3,7« + 2,9) + (—2,4 — 1,8x + 0,9)
55. (3 + 22 + x + L)+ (=22 +9)

56. (22 + 36) — (22 — &)

57. (50 + 2pg) — (p* — pg)

58.(18 — %) — (63 + 22 + 2+ 1)

SOOI T SN ) SO I
59-(4\+S xl) {sz x 5)

60. (7:25)(65%) (dac?)
61. (2 — 5x + 1)(3x2 + 2)

62. (%x - g)(%x + f;)

63. (B + 32— B(& + 32+ &)

64. (—12235%) + (3abe)
65. (6xfy — 9222 + 122%2 — 6x4) + (3xy)
1 3
66.(3:3 +?x—7)7(—x+l)
67. (A + 1182 — 124 — 58) = (—3a+ 3+ &2

e Resuelve.

68. La suma de dos polinomios es —2x2 + 4xy. Si
uno de los polinomios es 32 — 4x + 2, seudl es
¢l otro polinomio?

69. El producto de dos binomios es 3.2 + 10x — 8.
Si uno de los binomios es x + 4, jeudl es el otro
binomio?

70. El cociente de dos polinomios es »* + 3% + 3. Si
el divisor es x + 1 y el residuo es —2, jeudl es el

dividendo?

a Halla una expresion algebraica que represente el pe-
rimetro y otra que represente el drea de cada figura.

7L 2y —] 73.

— —

) Lec y resuchve.

Un avidén estd dividido en tres clases: primera clase,
clase ejecutiva y clase turista. La cantidad de pasa-
jeros de primera clase es la mitad de los de la clase
ejecutiva y un sexto de los de clase turista.

75. Si i es el ndmero de pasajeros de primera clase,
ccudl es la expresion algebraica que representa la
cantidad total de pasajeros?

76. Si en el avion hay 36 pasajeros en clase ejecutiva,
seudntos pasajeros hay en primera clase y cudntos
en clase turisea?

P——h L



2.5 Productos y cocientes notables hundnt

Los productos y cocientes notables son generalmente de multiplicaciones y divisiones

de expresiones a]gcbraims‘

Los productos notables resultan de generalizar ciertos casos de multiplicacién entre

polinomios.

Los cocientes notables son divisiones exactas entre polinomios que no se necesitan

efectuar para hallar sus cocientes.

Los productos y cocientes notables que mds se utilizan se presentan en el siguiente

cuadro:

(a+ 02 = a2+ 2ab + B
(@ —b6)2=a— 2ab+ B
{at+ bla—b) =2 — &

R o L

(x+a)x+ b =2+ (a+ b)x+ ab
(@+ 8)3= &+ 3a2b + 3ab + B
(@ — b} = & — 3225 + 3ab? — BB

-

g EJEMPLOS

(a+ bl —ab+ BP)=a+ 5
\_(a-—b)(a’+al;+l)1)=a5—b?’

Cocientes notables

F S S

x— a

i N

xta

g

T = Pt ax + &
x—a
'\j—t"’=xz—ax+dz
x+ta

En general, para n € Z* se cumple que:

B 3 — g"siempre es divisible entre x — a.

B xm — g* es divisible entre x + 2 cuando # es par.

% x* + @ es divisible entre x + # cuando  es impar.

B %* + 4" nunca es divisible entre x — a.

1. Calcula los siguientes productos notables.

a, (3:: - "5!)2

Primero, se aplica ¢l producto notable de un binomio

cuadrado

=3 - 200f2) )

Luego, se simplifica cada término del polinomio resul-

tante.
- J)’ ceactl o U 5
{3x s, 9t 5% + 25

Por tanto, se tiene que ¢l producto de (3:;' = -‘%:) por

(3x—‘§)esigua]a 9x? —-g.xy'f-%;.

b. (;; - 5:)(;: b 3:)

Primero, se establece a qué tipo de producto notable
corresponde la multiplicacion. Como la multiplicacidn

es de la forma (@ + £)(a — b), ¢l producto es de la forma
al— b

Luego, se tiene que:

(b5 =3 - o

Finalmente, se simplifican los términos del producto,
con lo cual se obtiene que:

3 L Y | ) (IS
(e 3e)get 3t) Lo
De donde se deduce que el producto es una diferencia

de cuadrados.

J
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Estandares Pensamientos numérico y varacional !'

f 2. Calcula los siguientes cocientes notables.
27m® — u®
3m—n
Primero, se establece qué tipo de divisién es. Como es

X3

PRSP |
una division de la forma fa 27 ol cociente es de la

-
forma (32 + ax + 3.
Luego, se tiene que:

20 =1 3w + (3m) () + ()

Finalmente, se simplifica:

~

625x%yF — 169
25x%y* — 13

rimero, se establece qué e division es. Como es
P tablece qué tipo de divisién es. C

b.

3 g
una division de la forma xx — % ¢l cociente es de la

formax + a.
Luego, se tiene que:
625x%% — 169
25x%y? — 13

Finalmente, se puede comprobar que el producto de
25x22 + 13 por 25:%2 — 13 es igual a 62546 — 169.

= 25x%% + 13

-
27 "5 = 9m® + 3mn + 2*
Im—n
< J
Ja to « #3 Propongo + (@ Ejercito - € Soluciono problem
Aﬂanzo COMPETENCIAS rgumento e ° el n uciono as
l} Lee y resuelve. a Realiza cada division aplicando los cocientes nota-
77. Explica a qué tipo de division corresponde un bles. 5 ¥ 5
cociente notable, si es exacta o inexacta. Justifica 99 mm _: : 102. —2%?—:-:-
tu respuesta.
- F 3 3
78. Escribe en palabras una regla para calcular el cua- 100. ® s 2 103. Ry
drado de un binomio. ot x+q
Calcula ¢l cuadrado en cada caso. 16a* — 494° 512m*n® + 8nm®
. cn caso 101. 4a— 7b 104. PP R
79. (m — n)2 85. (5¢ + 2#)2
80. (2k — 322 86. (2 + Tuy?? 9 105. Responde.
i % 1 2 La expresion que representa la medida del lado
81. (3 n+ 4) 87. (7 + VIOJ) de un cuadrado es 3x + 2y. ;Cul s la expresién
que representa el drea del cuadrado?
82. (ab — 346 8. (14y — 312
o o 106. Resuelve,
e (P = 2)2 89. (5m + 3/ 2)2 Para construir una maqueta se utilizé la si-
‘1 2\ 2 wy? guiente pieza rectangular de carton paja.
84. (54 +3) 90. (37 +%)
! b ]
a Determina el resultado de los siguientes binomios al ' v y
cubo. T "]
91. (1 + z)? 95. (mn — 5n)? 4 Supetficle pata construir
una casa 151
92. (:2 — )} 96. (a* + &)®
93, (2 — P} 97. {3& - Sz)
: ;Cudl es la expresion que permite caleular el
94, (; xp + 2)5 98, (6[,2 + ‘1‘ ,{-)3 drea de la superficie en la que se va a construir

la casa?

oo | 17



3. Factorizacion < B2 muews R aeam,

Factorizar un polinomio es expresarlo como producto de factores primos que son
polinomios diferentes a &l.

Por ejemplo, x2 — 5x — 24 se puede expresar como el producto de x — 8 y = + 3. Asi,
xX—=5x—24=(x— 8)(x+ 3).

Recuerda que... : )

£n la factorlzacién de un Factor comin  axtbx=xat b T

palinomio, se aplica uno Factor comiin por agrupacion axt bt aytby=xiat b +yatb)

0 varlos casos. de términos = (a + B)x + 9) ]

Lz expresion & + b2 no Diferencia de cuadrados @t — = (a+ b)(a — b) )

as facterizableen B =
Trinomio cuadrado perfecto REy+yr=(xxy)? )
Suma de cubos SrP=(at i —abt ) |
Diferencia de cubos & — B = (a — b){a® + ab + b?) .
Trinomio de la forma 2+ b+ o= (@ + M + m) donde
X2+ p 4 ¢ b=M+mec=MX m. ]
Trinomio de la forma @ + b + ¢ = (px* + r)(gx® + 5) donde
ads ¥ b ke _ a=pXgb=ptmyye=rXs
Cubo perfecto X323+ 32 =y = (x k)P )

Para factorizar un polinomio de la manera adecuada, es necesario analizar sus caracte-
risticas. A continuacion se muestran algunos puntos importantes que se deben tener en
cuenta:

# Si el polinomio tiene factor comiin, se factoriza por este caso de factorizacion.

% Sies un binomio, se verifica si es diferencia de cuadrados, o suma o diferencia de cubos
y se realiza la respectiva factorizacion segin el caso.

# Sies un trinomio, se determina si es trinomio cuadrado perfecto, trinomio de la forma
x* + b+ codelaforma @ + b + oy se realiza la factorizacion respectiva.

# Si el polinomio tiene cuatro términos, se verifica si se puede factorizar por agrupacion
de términos o si es un cubo perfecto.

2 Si el polinomio tiene mds de cuatro términos, se verifica si se puede realizar factoriza-
cidn por agrupacién de términos.

g EJEMPLOS 1

Factorizar. b. 814' — 165
a, 22% + 2%y — 6x— 3y Se factoriza por diferencia de cuadrados.
Se factoriza por agrupacién de términos. (942 + 460 (922 — 487) Se aplica diferencia
(223 + o) + (—6x— 3p)  Seagrupan los Emings. Ge cuadrados.
H2x+y) —3(2x+ ) S aplica factor coeniin. (9a* + 46%)(3a + 26)(3a — 26) 5t aph[:’ diferencia
dle cuadrados,
+ - Se fattorze
Gmboie =2) il | Luego, 814t — 1684 = 9 + 45 (3a + 26)(3a — 26).
Ast, 28 + 2y — 6x— 3y = (2x+3) (x — v 3 )z + y3)

[ [pa—




Estandares Pensamientos numérico y vaﬁacional@

[ ¢ 3m + 42m + 147

Se factoriza por factor comiin y por trinomio cuadrado perfecto.
= 3(m? + 14m + 49)  Seanlia factor comun.

= 3(m +7)2 Sa aplica vinomio cuadrada perfectn,

Por tanta, 3m? + 42m + 147 = 3(m + 7)%

d. 105428 — 11126 — 1842

Se factoriza por factor comin y por trinomio de la forma 2% + bt +
= 342(3562 — 37h — G)  Seaplice factoe comniin,

= 3a2(7b + 1)(56 — 6)  Seaplicafeclornzacion winomic dela forma ax™ + & + ¢
Asi, 10528 — 111a% — 1822 = 32476 + 1)(56 — 6).

5
e %._V - 72yt

Se factoriza por factor comin y por diferencia de cubos.
= .’_‘;_Z (@ — 216)%) Se aplica factar comdn.

2
= _’i?’.l (x — 6) (o + 6xy + 36y")  Se aplica iferenca de cubos.

b} 2
Asi, -x—sl — 723yt = —%‘Z(x — 6y) (x* + 6xy + 36y7).

£t — 528 + 6a2 + 20x — 422 — 24

Se factoriza primero por agrupacién de términos. Luego, se aplica trinomio de la forma
xM + et + ¢y diferencia de cuadrados.

= (4 — 528 + Ga2) — (4x2 — 20x + 24) Seagrupan los témines.

= (2 = Sx+ G)(x2 — 4) Se aplica facter por agrupacion de trmincs.

=(x— 3x— 22— 4) Se aplica factorizadon trinormia dela furma x® + B + ¢
=x=3)(x—2(x+ 2)(x—2) Se aulica diferenicia de cuadrados.

Por tanto, 4 — 522 + 6x2 + 20x — 4x2 — 24 = (x — 3){x — 2)}{x + 2} {x— 2).

g 164 — 402%5 + 2565 — 1215

Se factoriza por trinomio cuadrado perfecto y por diferencia de cuadrados.

= (164" — 40223 + 2565 — 1218 Se apupan los Eminos

= (442 — 568)2 — 1218 Se aplica frinurnin cuadrado perfects.

= [(4a2 — 563) + 11A][(442 — 568) — 11c8]  Seaplica diferenda de cuadrados.

= (4a® — 56 + 1158 (4L — 56% — 114 Se efimina el signo de agrupacin,

Asi, 164" — 40423 + 256 — 1218 = (4a® — 58 + 11c9){(4a? — 56 — 1144).

h. 12x4e — 7x2a — 45

Se factoriza por trinomio de la forma ax + b + ¢y por diferencia de cuadrados.

= (4x22 — 9)(3x% + 3) Se aplica factorizacdn tinomio de la forma ax™ + 5 + ¢

= (2% + 3)(2xc — 3)(3: + 5)  Seaplica diferencia de cuadrades.

Luego, 12x% — 7x% — 45 = (2x% + 3)(2x* — 3)(3x% + 5).

-\

m—

{Es posible descomponer
enfactores la suma de cua-
dradaos, coma por ejemple,
x4+ 47 ;Por qué?

ouannimn | 19
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EJEMPLOS

4. Fracciones algebraicas

| —

—

Recuerda que...
Una fraccion algebraica
se [lamna iredudible cuan-
dono hay factores comu-

529 32 4+ x+1

Una fraccion algebraica es el cociente indicado de dos polinomios, donde el di-
visor es diferente de cero.

2— g4+ 54

1
Por ejemplo, 5
nes entre ¢l numeradar y oh: o B I

el denominador,

En casa contrario, la frac-
cién se denomina redu-
dble.

N—

24+ 7

4+ 10 son fracciones algebraicas.

4.1 Simplificacion de fracciones algebraicas

Simplificar una fraccién significa transformarla de fraccion reducible a fraccién irre-
ducible. Mediante la factorizacion de polinomios se simplifican los factores comunes.

Simplificar cada fraccién algebraica.
" 15:;2,f2
215y
15«7y _ 5S¢y
AL O
— -%xz —ay3-2

Sesimplifica pur 3.

Se aplics mdente de
pacencias de iqual base.

= ‘;'x” 7 Se mealizan las resias.
=d5)f Se enpresa 2l resultadn con
7% Expunentes pusitivas.
o J52F _ 5y
L2y T

x(x* + x — 6)
x*x + 3)
_ st 3 —-2)
x¥(x + 3)
o ii=—"2

Se extrae factor comin,

At+b+tc
x Se simplifica.
Db =6 x=3

x3 + 3«2 as
k 24 — 16

&t — 4

28 —16 _ 2@ —8)

=& = (a+2Qla—2)
_ 2Ma—2){a’+2a + 4)

Por tanto,

Sa aplica factor camiin y
diferencia g2 cuadrados

Se anlica diferencia de cubos.

(a+2)(a—2)
2
= e t2:14) Se sirnalfica.
a2
A, 20 =16 _ 20+ 2at 4)
* -4 a+2 E

Se factodza por trinoenio

2 —x— 1 Se factarizan 2l nurneradar
¢ 2l NUMErats
£ —9x+8 _ (x—8x—1) s ¢l denceninadar,

2 —x—1 (Zx+Dx-1)"

s =8 Ca cirnnlif
w1 Se simplifica.
PR hnd o el - TR S
A T k=1 ZH I
_10&* +15ab_
© 90a*h* — 404°
104* +15ab_ _ _ 54(2a + 35) Se aplica factor
90a2h — 4025  10a*(96* — 4%  comin
iz Sa(2a + 36) : Se aplica diferencia
104* (36 + 24) (36 — 24) de cuadsados.
P R— Se simpifica.
2a(36 — 2a)
Aot 104" + 1526 _ 1

* 90424 — 404°  2a(3b — 2a)°
g Xa =8+ b — 3xa’ + 45> — 4a®
T ax® + bx* + 3ax + 3bx — 28a — 28b
2at — 26+ 3xb? — 3xa® + 46 — 44
ad + b2 + 3ax + 3bx — 28a — 286
_ (2 —3x— 4@ — 5
(x*+ 3x — 28}(a + &)
_ x4+t b)la—b)
i (x+ T x — 4)(a + )
_xt)a—18
. x+7
Asi. Xat — b6+ 3xh — 3 + 46 — 44
Yo+ b+ 3ax + 3bx — 28a — 286

_fxtDe—6)
X7

Se factoriza par
agrupacitn dz térmings.

Se factorizan e numerador
v &l denueninador.

Se simplifica.
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Afianzo COMPETENCIAS ) interpreto « B Argumento + &3 Propongo (@l Eercito - Razono - soluciono problemas

) Escribe dos ejemplos de cada una de las siguientes
expresiones algebraicas,

107. Polinomio factorizado.
108. Polinomio sin factorizar.
109. Fraccidn reducible,

110. Fraccidn irreducible.

( Indica cudl caso de factorizacién se debe aplicar en
cada caso. Luego, factoriza el polinomio.

111 20m3n2 + 40m2sd 12103z + 2 + By
112. 2 — 36 122.27 + &
113,53 + 8 123. -9 — 34 + 24
114. 992 — 12p + 4 124. 169m2 — 196

115. 2b + mn + mb + an 125.u3 — 343

116. 7% — 143 126. 57 — 3y — 14
DI 34 L

17, ===k 127. & + L

118. 82 + 64ud 128. &2bc + ab’c + abc

129.6x2 — 17x— 3
130. abx? — xba — 2ab

119.4m2 — Sm + 1
120. 1642 + 404 + 25

Simplifica las siguientes fracciones.
g 139, £t 20
ng%; 140, £ 6h 16
e =

e |

Wl et
135 A"_';ff_:.”ﬁ 143, X legx;; 25
we LTl wlih
157, — 0L, 1S ﬁ%’iﬁg
138. -4 2 e L tILt1%

‘ Completa cada una de las siguientes fracciones alge-

braicas.

12m*n2 _

L1
]

Syt

3m8”16

147

148 = - '125.1n:“yz2

149._4_2;M§ Esls

—
2+

yz—l )"f‘]

150.

4" —dgt1 _ 2¢—1

—

°Dcocrminalosva|nmdca,byrqu:haccnvcrdadm
cada igualdad.
152. B3m — b)Y am — 2) = Gm?2 — cm + 2
153. (a + 628)% = 1 + 922 + 278 + of

Responde.
) Respo
154. El drea de un rectingulo es 222 + 7x + 3.

Cudles son las expresiones que representan las

medidas del ancho y del largo?

155. El drea de un circulo viene dada por
41rm? + 121mmn? + Do,
:Cuidl es el valor de su radio?

156. El volumen de un paralelepipedo esti dado
por la expresion 128x% + 54x. ;Cudles son las
expresiones que representan las dimensiones del
paralelepipedo?

Lec y resuclve.
El costo de un articulo estd dado por la expresion
— x* +15.998x — 32.000
C(x) = gy 4

Donde x es la cantidad de

articulos.

157. Simplifica la expre-
sion que representa el
costo del articulo.

151.

158, Determina el costo

de 10 articulos.




\

4.2 Operaciones con fracciones algebraicas < [

Ampliacién
multimedia

Adicion y sustraccién de fracciones algebraicas
Para sumar o restar fracciones algebraicas se deben tener en cuenta dos casos:

Caso 1. Las fracciones tienen el mismo denominador.

Para sumar o restar fracciones algebraicas con igual denominador se suman o se restan
los numeradores y se deja el denominador comin. Luego, si es posible, se simplifica el

resultado.

Caso 2. Las fracciones tienen diferente denominador.
Para sumar o restar fracciones algebraicas con diferente denominador, se realizan los

siguientes pasos:

% Primero, se halla ¢l minimo comdn multiplo (mem) de los denominadores.

% Luego, se complifican las fracciones de tal forma que ¢l denominador de cada fraccion
sea igual al mem de los denominadores.

% Finalmente, se suman los numeradores y se deja el denominador comin.,

1. Realizar la siguiente adicién:
6m — n + 2m — 7n s 237 — 8m
Sn S5n Sn
Primero, se identifica si las fracciones denen igual o di-
ferente denominador.
Como el denominador de las fracciones es 3a, se deja el

mismo denominador y se plantea la suma de los nume-
radores.

(6m — 1) + (2m — 7n) + (231 — 8m)
Sn

Luego, se agrupan los términos semejantes en el nume-
rador.
Asi, 6m, 2m y —8m son términos semejantes al igual que
237, —7m y —n son términos scmcjann:s.
(6 + 2m — 8m) + 23n — Tn — n)
Sn
Finalmente, se reducen términos semejantes en el nume-
rados y se simplifica.
(6 + 2m — 8m) + (23n — Tn — n)
Sn

_ 15z
Sn

=3
La suma de las fracciones es igual a 3.

N

2. Hallar una expresion algebraica que represente la
diferencia entre el drea del trdngulo (4;) y el drea
del pentigono (4;).

/

P e N

A m* + 3m+ 2 4

m =1
Para hallar la diferencia entre las dreas se realizan los
siguientes pasos:

=1 m

e T Se plantea la restz.

. = . S Sefactorizan los
T mADm+ 2 (m+1)m—1) denominadores

_ (= D =1) = (i) (4 2)
(m+1)(m+ 2)(m—1)

Se coenplifica cada
fracdidn y seindica

la revia.
o (m* — 2m + 1) — (m* + 2m) Se efectiien las
{m+1)(m+ 2)(m — 1) multiplicaciones,
- 11— 4m Se simplifica
(m+1)(m+ 2)(m —1) 2l numatador,

Por tanto, se tiene que la diferencia entre las dreas es:

1— 4m

AT_AP:m”-!'Zm’—m—Z

22| ossmmians



Estandares Pensamientos numérico y variacional l'

Multiplicacion y division de fracciones algebraicas
Para multiplicar fracciones algebraicas se multiplican los numeradores entre si y los de-
nominadores entre si. Luego, se simplifica la fraccidn resultante si es posible.

Para dividir fracciones algebraicas se multiplica la primera fraccién por el inverso mul-

tiplicativo de la segunda fraccion.

g EJEMPLOS w

1. Multiplicar las siguiente fracciones algebraicas.

Yy . y—5yt6 2y—4
T y-2 y-4+3 &
¥ .)'2—5y+6.2y—4
y=2 yF-4+3 6
= yfz 4 8:]2;8:;; . 216;4 Se factorizz.
-3 -4
b — 2 — Dy — 36

Se mulfiplican las fraccionss,

= 3{}':21) Se simplifica.
b !’!3__2 .ﬁi’l.‘.’;é ..2_
‘m*—4 2m+6 3
m—-9 3m+6 2
m*—4 2Zm+6 3
_Amt3(m=3) 3m+t2) 2 .. .

T mt+Dm—2) 2(m+3) 3

_ 6(m+ 3)(m — 3)(m + 2)
T G6lm+ 2)(m— 2)(m + 3)

s
g2

Se multiplican las fracciones.
Se simplifica.

2. Realizar la siguiente division:
B —-5b+6 . 26—6

6bk 35k
5 -56+6 . 26—-6
Gbk 36k
. - _656;‘& +6, 22‘{2 Se axpresa como multiplicadn.
E=NO—2) __IBE. i
= Ghb 206 ~ 3) Se factoriza.
_ 36k (H—3) (6 —2) R e n
= 12686 — 3) Se multiplican las fracciones.
= ﬁlb—;—g)- Se simplifica.
\ J

pawnism | 23



8
Operaciones combinadas entre fracciones algebraicas @ Enlace web
) Para tesolver las operaciones combinadas entre fracciones algebraicas se debe tener en
l Recuerda que... cuenta las siguientes condiciones:

La jerarquia de las ope-
racones, cuando no hay
signos de agrupacion,
consiste en realizar pri-
mero las multiplicaciones
ylas divisiones y luegelas
sumas y 1as restas.

= Si no hay signos de agrupacion, primero se resuelven las multiplicaciones y las divi-
siones entre fracciones algebraicas. Luego, se realizan las sumas y restas, efectuando
siempre en orden las operaciones de izquierda a derecha.

# Si hay signos de agrupacién, se efectdan primero las operaciones que se encuentran
en su interior. Después, se realizan las operaciones combinadas teniendo en cuenta la
jerarquia de las operaciones.

g EJEMPLOJ ~

Resolver las siguientes operaciones entre fracciones algebraicas.
x+3  Etdxtd  2+2x 2L2+ox+6
P2—x—6 2+6xt+9 %3 x1=:2
Primero, se realiza la multiplicacién y se simplifica el producto.

_x+3  PAde+d_ x+3  +2x+2) __ y42
P—x—6 F+6x+9 (x—3Nx+2 (x+3)x+3)  (x—3)(x+3)

Luego, se resuelve la division.

2+ X +t5x+6  x(x+2) (x — 2) _o el D) e =2}
x—3 x—2  (x—3 (x+2Dx+3) (x—3(x+2+3)
il —2)
T {x—3)(x +3)

Finalmente, se suma el resultado de la multiplicacién con el resultado de la division.

X i R . AT Lo 13 M A - I e

> Phrt
GG+ =BG TI  E—3lx+3) 2 -9

- ~

Afianzo COMPETENCIAS 3 Argumento « e Propongo » n Ejercito « . Razono » o Soluciono problemas

(1159. Determina y explica el error en la siguiente

n Halla ¢l minimo comiin maltiplo de cada conjunto

suma. Luego, realiza la operacién correcta- de expresiones algebraicas.
mente. 163. 1692, By, 2:%
(x+5)](x+l) + (x-il-l)z 164. 2+ 3x+2,x+ 2,2 — 4
_ x4 165. 2 — 1,x— 1,2 —x— 2,22+ 4x+ 3
(x +5)x +1)? 166. 2+ 1,2+ 2 +x+ 1,2 +x+ 1
xt+2 167. 2~ 8x+ 7,2 =T, — TR +%—7

= et S Ge+1)2

@) Escribe dos cjemplos de cada una de las siguientes
operaciones.
160. Suma de fracciones con igual denominador.

161. Resta de fracciones con diferente denominador.
162. Suma de fracciones con diferente denominador.

24| s

168. Completa las fracciones para que queden con el
mismo denominador. Luego, efectia las opera-

ciones.
2]
P —dt+x+6 (x—Z)(x"3):l
_ (x—l)l ]
:](x'i'l)(x—Z)

3x P




Efectiia las siguientes operaciones entre fraccdones
algebraicas.

e 5::2? ' 4:122; i—g;

. 222 - 2

e

ik xa;yz - fi;;;g a xgaqz

173'x3+;x+4 +,.2+71_x+1
2x + 4 =29

I e i=10 A+ 16416

a*— ac+ ab— b . @Pc+ abe
o R o R A g

m—3 —m—2 m
176'm—2 m* —9m+18 "mA1

B= 3
bese n—-16

n — Sn* + 6n
o+ Tn+ 12

Py
78 5p =i, ©

lw.ﬂ-‘- m=—2 | 3m*

mtdmt+4d (m+2)? m+2

yt4 10
y—3 y-3y—4

4 1 2 oo 34 35
lso'\x—3+x+4)‘(x+4 x+l)
<)
a—3

L& t+5a+6

181. (g_-l-_a_j-_‘i 34

A+6a+t9

B B

i~ l). ("2”'; o

‘”-Kl-yl])( =)-623)

i
182.

185 I 2+ 5 (b’+ 3b)l
lSS.sz__4 —w—2)+(w+2)‘w*2

Estandares Pensamientos numérico y variacional !'

@ ik o sumcrador A y d denominador B de cada
fraccion, para que se cumpla la igualdad.

X—y A_2x—)
186. x+y % B xty
3w _ A _ 3w+ 3w— Sws
187. z B z+ wz
A, 29 _ 6pg"
188. 4 + ) P“q‘
A._6n—-12 _ -3
1cp n+2n—15 n—2
a 190. Completa el siguiente diagrama.
22 +3c—7 [
L
1 1
—l . sl 0
L) BT
i s
M x4 | Get22
C | — |*+5| 7+2-1
.Iccyt:snclvc.

Una fraccion compuesta es una expresion en la que
el numerador o el denominador es fraccidn.

Simplifica las siguientes fracciones compuestas.

i e
1. 4=l _2tl 192 14+—1
_‘1. i # 1+ 1
-1 a+1 1
“ 1+
X
8 193. Resuchve.

En un drcuito la resistencia total (Ry), de 2
resistencias conectadas en paralelo estd dada por

1

Ry =
o g o 4 b
R

=

Prueba que cuando hay dos resistencias &, y 2,
conectadas en paralelo, la resistencia total es

R =Rk
TR Ry

oawmisn | 25



E
J
E
R
C
!
C
!
0
S
P
A
R
A
R
E
P
A
S
A
R

. Mive! alto « , Nivel medio « g Nive! bajo

Audio

] Recurso
imprimible n.’

[resumen)

Conjuntos numéricos
* 194.Marca con una X los conjuntos numéricos a
los que pertenece cada nimero.
i . NZ o/l R
L —10.520 )
! 0,3 |
| 1,414213562... J
| Y64 ]
5,'II
Y 32 J J 4 J ’ J

* Ordena cada conjunto de nimeros de mayor a

menor. Luego, represéntalos en la recta numérica.

1 | & é}

195. P= {_zs _S)3J1) 3 )

196. Q = [,-0,5,1,6, —%,J’i}
197. R= {_/—-; _2)3y 0)21 _%’—116}

’ Efectia las siguientes operaciones. Luego, clasifica
el resultado en decimal exacto o decimal periddico.

T
198. 3 3 decimal

—4"15 ecima
199. s decimal

£ (= +Z) decima
e |

W 9 21

125 12
144 5

z decima
201.( )+ 7 1 1

Expresiones algebraicas

' 202. Escribe un monomio de grado absoluto cinco,
con variables 7 y m y coeficiente racional ne-

gativo,

. Rclun las ﬂguimm opmdoncs entre Pounﬂ-
uﬂoﬂ.

203. (= — 2%y + 3 + (=79 + 10xy — 32%)

204. (w* — 2w — 8) — (2w + 10w — 1)

205. (@ — 3N+ Har+ 1)

206. (32 — 422 — 3z + 20) + (3z+ 5)

¥ 207. Calcula el perimetro y el drea de la siguiente
figura.

— 99—

C —

C.

[ =—

e-:

26| orennmimn



Estandares Pensamientos numérico y variacional

Factorizacion @ Realiza las siguientes operaciones entre fracciones
algebraicas.
P i 221, —f— 120, _ 3
208. m' — 20t = nt3 " w3 =9
209. 275% + 82 =

210. 62— 19— 7=
211 Ly + 1=

212. 2+ 17x+ 60 =
213. m* +dm + 4 — 1602 =

— 6= 4+ 12m + Sm® . 25m*+ 20m + 4
214, wp — 5= e . o
215. 2 —7x+ 6=

e T |

216. - 7% 4
217. xyz? — 2P =
& 218 Escribe una expresién factorizada que corres-

ponda al drea de la region sombreada.

a’—6a+5  a'—5a—24
a* =152+ 56 a*+ 22— 35

223.

Fracciones algebraicas 5
3 (_.z_-_z_)+(_z_+l)

N Simplifica las siguientes fracciones algebraicas. g4l el o
219, — 8¢ =1
TR+ 4 + 2x
& Batl=k
T A . i 3 (b 4)'(42 v

oanniwn | 27



Un carpintero quiere cortar una tabla rectangular
para obtener dos tridngulos rectdngulos, de tal
forma que la hipotenusa de ambos mida x2 + 9cm
y &l ancho mida 6x cm.

{Cudl es la expresion algebraica que representa el
perimetro de la tabla?

{Cudl es |a expresion algebraica que representa el
rea de la tabla?

Comprende el problema.
:Cuiles son las preguntas del problema?
¢Cuil es la expresion algebraica que representa el perimetro de la tabla?
:Cuil es la expresion algebraica que representa el drea de la tabla?
Cudles son los datos del problema?
La hipotenusa mide »® + 9 em y el ancho mide 6x cm.

Elabora un plan y llévalo a cabo.

Primero, se halla la medida del ancho de la tabla utilizando el teorema de Pitigoras.
(x2+ 92=(6x)2 + 2 (hipatenusa)® = (catetn)? + (cateto)

x4+ 1822 + 81 — 36x2 =y Sedesamallz 2l biranio cuzdrado y se despeja v

A= 182 + 81 =5 Se surman trmings serngjantes.

(2=92=4y Se factoriza e tringeni,

P—=9=y Se halla la rai cuadreda en ambas fatas de \a igualdad.
El ancho de la tabla es 2 — 9.

Segundo, se buscan las expresiones para perimetro y drea del receingulo.
P=2(69 + 202~ 9) =122+ 23 — 18 =22 + 12x — 18
A= {2 — 9)(6x) = 6x% — 54x

Verifica y redacta la respuesta.

La expresion algebraica para el perimetro de la tabla es 2x + 12 — 18 y la expresion algebraica para el
drea de la tabla es 622 — S4x.




226. Determina un polinomio que represente el vo-
lumen del cubo.

227. Calcula el volumen del cubo en centimetros ci-
bicos cuando @ = 7 cm.

Lee la situacién. Luego, resuelve.
Se quiere construir un recipiente en forma de paralele-

pipedo con una kimina rectangular de la cual se cortan
cuadrados de x lado de cada esquina.

| _I*

x

228. Halla una expresion algebraica que represente ¢l
drea de la superficie del recipiente.

229. Escribe un polinomio que represente el volumen
del recipiente.

230. Calcula ¢l drea de la superficie y el volumen del

recipiente cuando x = 2 cm.

Determina los valores de 4, & y ¢ para que se cumpla
231 (ax+3)x—1) =42+ ex— b
232, (ax+ b)lax — ) =axt — 9

233. Resuelve. Una parte de un terreno se cercd con
alambre de la siguiente forma.
a—b

b—a
b
Si cada lado de la figura que forma la parte cer-
cada estd dada en kilometros, jcuintos metros
de alambre se necesitaron para cercar el terreno?

Lee y resucelve.

La ganancia G, en pesos colombianos, de una empresa
que vende x articulos en la semana, estd dada por la
expresion

G(x) = 5.000(3.000 — _11..21132.)

234. Comprueba que la ganancia de la empresa es:

G = 5.000.000(21—'535)

235. Calcula la ganancia de la empresa cuando x = 2.

Resuelve los ejercicios 236 y 237 de acuerdo con la
siguiente informacion.
La eficiencia de un garo mecdnico
E, estd dada por la expresion
1
F=—2 .
b+

Donde 5 depende del paso de la rosca.

o
236. Comprucha que E SE+1-

237. Determina la eficiencia de un gato si b = 7 .




ISSSY esto que aprendi, ipara qué me sirve? '

..Para saber cudntas personas

ven los programas de la television.

Cuando se quiere conocer el niimero de personas que
ohservan un programa determinado de television se
toma una medida denominada indice de audiencia o
rating. El indice de audiencia es la medida electronica
que indica la audiencia o sintonia de un canal de tele-
vision regional, nacional e internacional; para medir el
indice de audiencia se utiliza un aparato denominado
andimetro o people meter, que se conecta en los relevi-
sores y permite conocer la informacidn, en tiempo real,
del nimero de personas que estdn viendo television,
cudnto tiempo permanecen viendo cada canal y cudnro
tiempo estd encendido el televisor.

En Colombia, la medicién de audiencia lo hace IBOPE
Colombia, que es una multinacional brasilera dedicada
a la tecnologia, inteligencia y estudio de mercados
televisivos en 16 paises, la mayoria latinoamericanaos.
Esta empresa se encarga de elegir 1.100 hogares colom-
bianos con caracteristicas especificas para el estudio de
la teleaudiencia e instala en cada casa un people meter
para medir lo que ven en televisién alrededor de 4.600
personas. La empresa se encarga de procesar la informa-
cion y dar los puntos del indice de audiencia de cada
programa en términos generales y minuto a minuto, lo
cual es de gran utilidad para los productores de televi-
sion que desean conocer en qué momentos captaron la
mayor atencion del pablico.

Cada punto del indice de audiencia significa que, en
promedio, los hogares colombianos vieron 1 minuto,
en tiempo real, el programa televisivo. Cada medicién
la realizan con un margen de error del 1 al 5%.

En la siguiente tabla se observa el indice de audiencia
del 13 de octubre de 2011 de la franja principal de la

television colombiana.

{1 Yo me llamo 15,3%
{ 2 Tres milagms 14,0%
3 El secretario 11,6%
. 4 Factor XS | 11,09
3 ElJoe, la leyenda | 10,6%
6 Notidero de las siete 8,4%
| 7 Infiltrados 8,4%
8 Noticias ABC 6,9%

30] gravrirsnn

Galerla de
imdgenes

El audimetro fue inventado por Rabert Elder y Louis Woodruf,
en 1935, para conecer el dial que tenfan algunas radios de la
épcca.

1. Averigua a qué horario corresponde la franja prin-
cipal de la television colombiana,

. Explica por qué la suma del indice de andiencia de
todos los programas no llega al 100%.

3. Responde. Si el 85% de la muestra encendié sus
televisores el 13 de octubre, ;cudntos hogares vieron
television en la franja principal? ;Cudntas personas
se tuvieron en cuenta para la medicdn?

3
4. 8i )

muestra tomada, ;qué porcentaje de los hogares se
utilizé en la muestra? ;A cudntas personas equivale
la fraccién de los hogares que no vieron television?

b

de los hogares no vieron television, en una




Trabaja con Microsoft Mathematics

Objetivo: manejar las operaciones entre expresiones algebraicas y fracciones algebraicas, aplicando la facto-
rizacion de polinomios y la simplificacion de fracciones algebraicas.

Descripcion: realizar la adicion, sustraccidn, multiplicacidn y division de polinomios y fracciones algebraicas.
Adernds, aplicar |z facterizacion en la simplificacion de fracciones algebraicas en el programa a Microsoft Ma-

thematics.

Para acceder a Microsoft Mathematics, ingresa
y descarga el programa en www.microsoft.com/
download/en/search.aspx?q=Math

0 Haz clic en Microsoft Mathematics.

©) Observa la ventana que se despliega. Luego,
selecciona la opcion Nimeros reales, como se
muestra en la ilustracion.

e B 0
o g U ——— | o —_1 S
[ S 2 %

@ Para resolver operaciones entre polinomios y
fracciones algebraicas, realiza los siguientes
pasos:

Primero, escribe las expresiones algebraicas en
la ventana.

Por ejemplo, (2x% — 3x + 1) — (8%% — 15x + 7).
Luego, haz clic en Entrar en la parte inferior y
confirma el resultado en la Hoja de calculo del
programa. Observa la figura.

e 2x3x+1-(By-15X+T) 1
eaten (BxP 1+ 12%-80

i)t B

P Bt s v i g P e s B

© Realiza las operaciones mediante Microsoft
Mathematics.

a. (3x+ 2y) — (8x+ 7y)

b. (—7a — 9¢) + (—2a + 9¢)

c. (5x2—6x+7)— (—x2+ 13x — 5)
d. 6x(—4x2 + 8x — 13) + 3(x% — 16)

© Para desarrollar productos notables:

Primero, escribe el producto notable. Luego,
haz clicen Entrar en la parte inferior y después
en desarrollar esta expresion.

Por ultimo, confirma el resultado en la Hoja de
calculo del programa. Observa el producto
notable (@ — 3b)2, como se muestra en la figura.

el
Btk -80)°

- p—— - A ae A b
L 1

fa-38° B

° e g o B

© Resuelve cada producto notable con Microsoft
Mathematics.

a. (2x — 3)2 b. 8x+7y)2 ¢ (5x—1)p3

0 Para factorizar polinomios, se realizan los si-
guientes pasos:

Primero, ingresa el polinomio. Luego, haz clic
en Entrar en la parte inferior.

Después, haz clic en desarrollar esta expre-
sion.

Por dltimo, confirma el resultado en la Hoja de
calculo del programa. Observa la siguiente
factorizacion del polinomio 3x2 — 14x + 8,
como se muestra en la figura.

e

Sx7-14x+8

Sl Sy2-14x+8
e e o e e
o Ol e e - e —— -
B R e T LD A SIS N S

x'-Tdx+ 8

a W s g (g e s B

|

© Factoriza los siguientes polinomios con Micro-
soft Mathematics.

a. 6x2—30x+ 24 c.
b. x* + 4x3 — 21x2

2 42 S
x+5x+25

d. x6—27y°

| 31
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. Potenciacion y radicacion en R

Estandares: pensamientos numérico
y variacional

’ m hndetl’lbl * 1T

# Aplicar las propiedades de la potenciacion
en la simplificacidn de expresiones
algebraicas.

& Utilizar la notacion cientifica para expresar
cantidades en farma simplificada.

& Comprender y aplicar las propiedades de
la radicacion.

Lbromedia €

Evaluaciones:
¢ De desempeio
Q 6 Multimedia 1 Audios
1 Galerfas E 4 Imprimibles
a 5 Actividades = 2 Enlaces web

1. Escribe en forma de potencia cada multiplicacion.

. , 1 1 1 1 ]
a. an X an X an X an b. 2><2><2><2><2

2. Relaciona cada expresion de la columna izquierda con un
ndmero de la columna derecha.

a. (—3)3 f. 81
b. 92 =2 N
c 42X4 h. =125
d. (=5} i. 64
1y7! A
@y s
3. Halla el minimo comdn maltiplo de cada grupo de nd-
MEros.
a. 10,7,3 b. 7,43 c. 1556

4. EscribeV sila expresion es verdadera o F, si es falsa.
a y225=15 c §40%6=16 e ¥-27=-3
b.¥81=9 d ¥32=2 £ J100=10
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\\' Y esto que vas a aprender,
ipara qué te sirve?

..Para saber cuanta energia
se libera en un temblor.

Un sismo &s un temblor que se produce en la
superficie de I3 tierra, originado por movimientos
de rnasas que ocurren en su interior. Cuando tiene
lugar en tierra firme, se llama terremoto y provoca
desplazamientes de tierra, derrumbamiento de
edificios y otros destrozos. Estos movimientos sis-
micos son de diversa magnitud o intensidad.

La escala de Richter da la idea de la magnitud del
terremoto. Esta escala tiene una graduacion de 1 a
9 e indica la energia liberada que viene expresada
en ergios.

# Lee mas acerca de este tema en la pagina 60.
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Actividad  Recwrso
imprimible

Historia de
las mateméticas

La indeterminacién
de 0?
Antes de la creacién del
andlisis matematico era co-
min aceptar que 09 = 1.
Sin embargo, en 1821 el
matematica francés Au-
qustin Cauchy (1789-1857)
establedd una tabla de for-
mas indefinidas entre las

queseencuentran % yO©.

\/

En la actualidad, se consi-
dera la patencia 09 como
indefinida y no se le asigna
ningdn valar, a menos de
que exista un contexto en
el que dicha valor tenga

{enﬂda
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1. Potenciacion de nUmeros reales

La potenciacion permite expresar niimeros muy grandes como la distancia del Sol a la
Tierra 0 muy pequefias como la carga eléctrica de un electron. Ademis, con la poten-
cacién se pueden formular expresiones que permiten modelar fendmenos en biologia,
quitnica, fisica, entre otras dreas. Por ejemplo, las leyes de Kepler, que describen los movi-
mientos de los planetas en sus drbitas alrededor del Sol, se plantea a partir de expresiones
que incluyen potencias al cuadrado y al cubo.

La potenciacion es la operacion que permite exprasar, en forma simplificada, la
multiplicacion de varios factores iguales.

Por ejemplo, la multiplicacién —7 X —7 = 49 se puede expresar como (—7)* = 49. En
este caso, —7 es la base, 2 es el exponente y 49 es la potencia.

En la potenciacion de nimeros reales el exponente puede ser entero positivo, entero
fnegativo o cero.

4 Sin € Z*Y ya € [, entonces, se cumple que:

#=aXaXaXaX.. Xaya*=-L= cona#0
praeom %

#Sin=0,a% 0ya€R, entonces, 2% = 1.

1. Hallar la potencia en cada caso.

a. (—12)3
(—12)3 = (—12) X (—12) X (—12) S resuzlve I potencia con expanente enters positive.
= —1.728 Se caleula el producto.
144
b 3)
—4
(—5) = ]] r Se aplicz 'a patencia con exgonente enter nagativa.
(2)
=11 1 TV Se expresa |3 potencia corna produc o,
( 2)( 2)(2)( 2)
=16 Se simplifica.

2. Expresar la siguiente fraccién como una potencia con exponente entero negativo.

1
(3)(5)(5)(5)(5)(5)

Se exprasa comp potencia del denorinator.

1 =al
SISIGISIOTO T
56

Se expresa con exponents nlero negative.
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Ampliacitn

1.1 Propiedades de la potenciacion « [EJP s

Las propiedades de la potenciacién son reglas generales que se utilizan para simplificar

expresiones numéricas y algebraicas.

Sia, b € lym, 2 € Z, se cumplen las siguientes propiedades.
Producto de potencias de igual base: para multiplicar dos potencias de igual base y

diferente exponente, se deja la misma base y se suman los exponentes. Es decir,

ar g gt m

multimedia

Cociente de potencias de igual base: para dividir dos potencias de igual base y diferente
exponente, se deja la misma base y se restan los exponentes. Es decir,

_a% = a* " donde 2 # 0.

a

Potencia de una potencia: para elevar una potencia a un exponente, se deja la base y se
multiplican los exponentes. Es decir,

(dn)m = grtm

Potencia de un producto: todo producto elevado a un exponente es igual al producto
de las potencias de cada factor. Es decirn,

(@~ b)* = a*F*

Potencia de un cociente: todo cociente elevado a un exponente es igual al cociente de
las potencias del dividendo y del divisor. Es decir,

5! — ™

(4) = 4., donde b # 0

Potencia con exponente uno: todo niimero real elevado al exponente uno, da como
resultado el mismo nimero real. Es decir,

al=a

Potencias con exponente negativo: toda potencia con un exponente negativo es igual
al inverso multiplicativo de la base, elevada al exponente positivo. Es decir,

b

Y™ = (LY donde s, 594 0
@ =)

—
Recuerda que... \

En la expresion

an=b
Si @ es negativo y i es par,
b es positivo.
5i g es negativoy nesim-
par, b s negativo.

jCémo se prueba que

&y -

QEJEMPLOS }

1. Determinar el valor de cada potencia aplicando las

propiedades de la potenciacién.

Pk YA
& ( 2° )

(24.2?"‘5_ 211 -3
) “(2)

Se aplica el producio de potencias
deigual base.

Se exprese con exponents pSSIl W

Se aplica el cocienta d2 potendias
deigual base.

Se hallz '3 paterse.

(3% (4) (5%)
T (27)(=25)
(345 _

(3% (29 (5%

Se expresan coma

273(=25) ~ (273[-(59]

_ (39(23)(5%)  Seexpresanlas patendes
i ~ (5% 0N EXHORRILE POSitive
(2
_ 133232359
57 Se plantea una salz fraccidn.
—(3N2(5)  Sesimpifica.
—720 Sa resuelve cat potencia

potencas el £y el 25.

y 52 multiplica.
>
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2. Simplificar las signientes expresiones algebraicas.
—50x*y32?

Se expresen las potencias
con expanznte positive,

200402
_Zlioii;:z = - zgj:: Sesimplifican fos weficientes.
B ; | Se aplics el cociente de
i 6 . i potencias de iqual base.
= —%x{y"z Se restan las exporentes.
Y Se expresa 2 resultada con
4y® grponentes positvas
42 3p242
ab\(3a'k )
b (65
a4 h? (34’62'2 _ (at6? Sa‘b‘) Se aplica polencia
6c e 6c” & de Lz potencia.
o 3a" 56 Se aplica el producta de
21 potencias de iguel base,
Fmn~*
min~?

* La figura estd formada por un cuadrado y por un tridn-
gulo rectingulo.

. ualmmdzlmmgmomcﬁng.ﬂoes—‘si de la base.

|

h

|

P

52

Primero, se halla la altura (5) del tridgngulo rectingulo,
teniendo en cuenta que es ]52 de la base.

562 b?

Segundo, se caleula el drea del cuadrado (2), aplicando
¢l teorema de Pitigoras.

z==1,=+(-5b-,-)2

() )

~

3. Halla el drea de la siguiente figura teniendo en
cuenta que:

Ins _ 1444 | 254°
_ n R s e b by
= Se multipican las fraccianes. b b
m*n’ _ 169a*
=
2,3
= {7m) ("" %) Sesfuctiala divisidn entre fraceivaes. Luego, se halla el drea del tridngulo rectingulo (4) mul-
2 tiplicando la base por la altura y dividiendo el producto
= Zusdn Se aplica el producta y el cocients entre 2.
g patendéas d2 igual base. 124 54
d (5}’12")-’ 57 )’ Ar=—"00
11m 7t
m V(52 =L 40 =M
= (—ﬂ')’ ( 2) Seenpresan las pofencias con 4 b
Spq’r) \7p expunents positive Finalmente, se suman el drea del cuadrado y el drea del
3 3 tridngulo para hallar el drea de la figura (44,
= '(; ! 3 =) (5 ;6)4 Se aplica potencia de un producio. _
(52p2 4P} (7%pY) Ap=Ap+ £
_ 302 | 1694
= 12135]’7";"5 Seaplica cociente de potencias - 3’5( T 594
? deigual bava. ¢
= 1994
- 5 J
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Afianzo COMPETENCIAS

Estandares Pensamientos numérico v variacional !'

) interpreto « () Argumento « @9 Propongo - (@ Ejercito + ] Razono

(1] Responde.

1. ;Como se caleula el producto y el cociente de po-
tencias de igual base?

2. Si se utiliza la potenciacion para expresar la multi-
plicacién 7 X 7 X 7 = 343, ;cuil es el exponente,
cudl es la potencia y cudl es la base?

\) Determina si las siguientes proposiciones son ver-
gl propo

daderas teniendo en cuentaque p, g E Ry s, t € Z.

Justifica tu respuesta.

B.p+pt=pre
4.-‘1% =p T pFO

7_(}y)f=P8
‘&‘_ v

8.4 = i, p#0
» Pup

5 pt= ptim piv? Qptp=ps
6. (5)‘=£;,qaé0 10. (5)‘=1P;,p,q950

. Realiza las siguientes operaciones aplicando las pro-
piedades de la potenciacion.

1L (=3)3 + (—5)2

12, 572690257
@567

13. [— ——-] [(g)z(s ')(52)]

14 2427 = (—'—)" = [5) +a

2 2
Pt 2
15 (3—1_ —l)—l
l(7-2)+ (4)")] l (8% +(2"))J
27%

e Simplifica las siguientes expresiones.

17. (:2y9)3 22, (m~2px3y—3)-10

18. (LX) 3 23. (ab% %) 2 - (ab?)
mznapl) 1 Gdb -4 5,‘&2_._‘

i (m’np”, " (3 g )(2{3 b)
Bty 23553

20, -—L‘ix_, 5 25. —-L-—j——( PP
st~ 3 (4o yz~") "

e (:zr’v-’) 5 (1 .024x6)" o i

grama.
24% (L —
Sxy* G| T
X —_
2 2
= &)
o X
‘ - 4
32y t | 5
Lo que viene... & 0

a Enumera de manera logica los pasos para simplificar

las expresiones.
() (%)? wy'g?
27. ( 1 ) (x5)4 28. ( 1 ) (x)ﬂ)—d
()1 K
() =
() £% )
() x12-12 "A)'_z:
o () 2L
{ § == (*y~'2)
X D
() ) 72
) Resuclve.

29. Prueba que & = 1 aplicando ¢l cociente de po-
tencias de igual base si 2 # 0.

30. Hallz la mitad de la mitad de la mitad de 2100,

31. Encuentra la expresion al-
gebraica que representa el
drea de la siguiente figura,
formada por un trapecio
isdsceles y un cuadrado.
Ambos tienen la misma
altura.

32. Escribe el resultado de las operaciones del dia-

-

S
=
1

Averiqua qué se debe tener en cuenta para expresar
un ndmero en notacidn decimal

“ - 4

©uanism | 37
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EJEMPLOS

Reescribir las siguientes proposiciones en notacion

Arquimedes, el universo
y los nimeros grandes

Arguimedes de Siracusa
(287-212 a. C) fue el pri-
mer matematico que ided
un sistema para represen-
tar nimercs grandes. Uti-
lizando ese sistema llegd
a la cenclusidn de que en
el universo caben apraxi-
madamente 104 granos de
arena.

Ampliaciones

1.2 La notacion cientifica multimedia

La notacién cientifica se utiliza para representar ndmeros muy grandes o muy pequenos
utilizando potendias de base diez y exponentes enteros.

Un ndmero estd expresado en notacion cientifica si estd escrito de la forma
a X 10"
Dondega ERNEZy 1 =a0<10.

La notacién cientifica se utiliza en algunas ciencias, como la Astronomia o la Biologia.
Por ejemplo, ¢l didmetro del Sol es aproximadamente 1.400.000.000 m. Esta distancia

se expresa en hotacion cientifica como 1,4 X 10° m.

Para expresar una cantidad en notacién cientifica se debe tener en cuenta qué tipo de
cantidad es:

Cantidad entera: se pone una coma a la derecha de la cifra de mayor valor posicional
y se multiplica por la potencia de diez cuyo exponente es igual al nimero de cifras que
hay después de la coma.

Por cjcmplo, 21 5.000 se escribe en notacion cientifica como 2,15 X 105,
5 dl-'r.ax

Cantidad decimal: se corre la coma decimal para que quede a la derecha de la cifra de
mayor valor posicional y se multiplica por la potencia de diez cuyo exponente es igual
al nimero de cifras que se corrio la coma
Por ejemplo, 43.821,76 se escribe en notacién dentifica como 4,382176 X 105,

4 Li.fr.m
Cantidad decimal con parte entera cero: se corre la coma para que quede a la derecha
de la primera cifra decimal distinta de cero y se muldplica por una potencia de diez
elevada 2 menos el nimero de cifras que se corrid la coma.
Por ejemplo, 0,00783 se escribe en notacion cientifica como 7,83 X 1077,

3 cifras
Para expresar un niimero de notacién dentifica en notacion decimal se debe tener en
cuenta el exponente de la potencia de diez: si el exponente es negativo la coma se desplaza

hacia la izquierda. En cambio, si el exponente es positivo la coma se desplaza hacia la
derecha.

cientifica.

a. El 30 de octubre de 2011 la poblacion mundial hu-
mana alcanzé los 7.000.000.000 de habitantes.

Para escribir 7.000.000.000 en notacion dentifica se
escribe el 7 y se multiplica por la potencia de diez cuyo
exponente es la cantidad de ceros que tiene ¢l nimero.

o

Por tanto, el 30 de octubre de 2011 la poblacion mundial
humana alcanzo los 7 X 10° habitantes.

b. El radio de un dtomo es 0,0000001 mm.

Para reescribir 0,0000001 en notacidn cientifica se es-
cribe ¢l 1 y se multiplica por la cantidad de cifras que se

corre la coma.

Por tanto, ¢l radio de un dtomo es 1 X 10-7 mm.

38| graniimn



Estandares Pensamientos numérico v variacional !'

Operaciones con nimeros en notacion cientifica

Para realizar operaciones con niimeros escritos en notacion cientifica, se efectiian las ope-
raciones entre los nimeros que aparecen antes de las potencias de 10. Luego, se aplican
las propiedades de la potenciacion entre las potencias de 10, si es necesario.

Para sumar o festar niimeros en notacion dentifica se debe tener en cuenta que:

# Cuando las potencias de 10 tienen igual exponente, se factoriza la potencia de 10 y

se operan los otros niimeros.

# Cuando las potencias de 10 tienen diferente exponente, se expresan los ndmeros con
una misma potencia de 10. Luego, se factoriza y se operan los otros nimeros.

Para multiplicar o dividir nimeros en notacion cientifica se multiplican o dividen las
partes enteras o decimales de los ndmeros v las potendias de 10 aplicando las propiedades

de la potenciacion.

EJEMPLOS

1. Efectuar las siguientes operaciones entre los ni-
meros escritos en notacion dentifica.

a. (3,47 X 10%) + (2,56 X 109%)
Primero, se factoriza la potencia de 10 en este caso es 105,
= (3,47 + 2,56) X 105

Luego, se realiza la suma de decimales. Por tanto, ¢l
resultado es:

= 6,03 X 105
b. (5,08 X 106) — (4,15 X 104)

Primero, se expresa ambos nimeros con la misma po-
tencia de 10.

= (5,08 X 10¢) — (0,0415 X 105
Luego, se factoriza la potencia de 10 en este caso es 106
= (5,08 — 0,0415) X 106

Finalmente, se realiza la resta de decimales. Por tanto, ¢l
resultado es:

= 5,0385 X 10¢
c (6,09 X 10%) X (1,25 X 10%)

Primero, se multplican los ndmeros decimales y las
potencias de 10.

= (6,09 X 1,25) X (104 X 10?%)
= 7,6125 X 106
Luego, se expresa el producto en notacion cientifica
7,6125 X 10°

Por tanto, (6,09 X 101) X (1,25 X 102) equivale a
L. 7,6125 X 106,

2. Leer y responder.
Aproximadamente la

masa de un proton
es 1,67 X 10-27 kg,
mientras que la masa

dE un Clﬁctfun cs dﬁ

9,11 X 10-31 kg, ¢

a. ;Cudl es la suma de las masas del electron y del
proton?

9,11 X 103! = 0,000911 X 10-%7 Se plantes una

putencia de diez

camdn.

{0,000911 X 10-27) + (1,67 X 10-27) Szindicala suma.

(0,000911 + 1,67) X 10°% Se factoriza
= 1,670911 X 1027 Sasuman los
nianeros decimales.

La suma de las dos masas es 1,670911 X 1027 kg

b. ;Cudntas veces es mayor la masa del protén que la
masas del electrén?
(1,67 X 107°%) = (9,11 X 1073)
= (1,67 = 9,11) X (1027 = 10~31) Sadividen los
decimales y las
polencias de diez.

Seindica la divisian.

= 0,183315 X 104
= 1,83315 X 103

Se simplifica.
Se exprasa en notacion
dedmnal.

Por tanto, la masa del proton es 1,83315 X 10° veces
mayor que la masa del electrén, aproximadamente.

>
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Aitacro COMPETENCIAS (1) Interpreta « . Ejercito « ' Razono « a Soluciono problemas

§9 Determina cules de los siguientes niimeros estdn en Ordena los siguientes nimeros de menor a mayor.
notacidn cientifica, segiin la definicién de la pégina 59.3 X 102, 200, 5,01 X 103, 400.000

:;: 55 PR 60. 8,5 X 1075, 0,008, 0,00075, 7,49 X 10°3

o E T 61. 4,6 X 104, 4.598.000, 4,579 X 103

- 053 62. 1,79 X 10-3, 0,00018, 1,8 X 10~4

36. 2,58 X 103 40. 0,154 X 106 a Expresa las siguientes operaciones en notacidn cien-
tifica. Luego, resuélvelas.

a E":ib" loa siguicntes nimeros en notacién clentl- 63. (0,000208) X (0,000002)

41, 2.200 44. 56.040.000 B.3.0003) o (0,0001)%

42.0,0015 45, 0,00000036 R L0000, L2007

43. 3.520.000 46. 345,876 . (0,000075) = (0,058

67. (0,0005 X 350) < (500 X 0,0007)

. Escribe los siguientes ndimeros en notacién decimal.
e Responde las preguntas 68 a 71 de acuerdo con la

-4 S
47.6,8 X 10 50. 6,72 X 10 siguiente info oy

< o5
% 515X10 -5 XKA0? La distancia entre la Tierra y
49. 5,04 X 102 52. 7,31 X 105 las estrellas se mide en afios

luz. Un ano luz es la distancia
que recorre la luz en un afio y
equivale aproximadamente a
53. El diimetro de un globulo rojo es aproximada- 9,460728 X 10'2 kilémetros.

mente 0,000075 cm.

ﬂ Reescribe las siguientes proposiciones en notacién
cientifica.

La distancia aproximada de la
Tierra a algunas estrellas es:

54. Una tonelada métrica equivale a 1.000.000 g.

Nombre Distancia en kilémetros
55. Un nanémetro es una unidad de medida que . Proxima Centauri 4 X 1013
se utiliza para medir la radiacién ultravioleta y : = [
’ 37 X 1014
equivale a 0,000000001 metros. | Vegr ‘ 227 %10
. Altair 1,59 X 1014
Nunki 2,08 X 1013

56. El drea de la superficie de Australia es aproxima-
damente 7.686.8350.000.000 m2.

68. Apmximadam:ntc, ;a cudntos anos luz de dis-
tancia se encuentra la estrella Proxima Centauri?

57. El s do pais mds poblado del do es India
a):ci;.llzr;](;[;nzltorg;\h]:(})’im;s.c S 69. ;Cuintos kilémetros mis lejos esti la estrella Vega

que la estrella Altair?

70. ;Cudntos kilometros mis cerca de la Tierra esti la
58. El didmetro del protén de un dtomo de hidro- estrella Aleair que la estrella Nunki?

q s 0,00000000000016 centimetros.
geno &8  centimetros 71. ;Cudneas veces mds lejos estd la estrella Nunki

comparada con la estrella Proxima Centuari?

40| gussssin
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S

EJEMPLOS

2. Radicacion de nomeros reales

La raiz enésima de un nimero real @ es un ndmere real b, si y sélo si la enésima

potencia de b es a. Es decir,

§a =b,siysdlositn=a
Donde, o, € Ryn € Z+.5i n es par, se debe cumplirquea= 0y = 0.

Cuando en una raiz no se indica ¢l {ndice significa que dicho indice es 2, y por tanto

corresponde a la raiz cuadrada.

Ampliacidn
multimedia

—
Recuerda que... w
a-

Los téminos de la radic
dénson.
l;adal
¥a = b=t
I

Carcidad
subradical

Indice

En la radicacion de niimeros reales se pueden presentar las siguientes situaciones:

# Indice par y cantidad subradical un nimero real positivo. Si 7 es par y a € Y, en-
tonces, f 2 € R+, la rafz es un ndmero real positivo. Por ejemplo, V36 = 6.
# [ndice par y cantidad subradical un niimero real negativo. Si nes pary 2 € R, en-

Actividad

tonces, ¥ a & R, no existe la rafz en los nimeros reales. Por ejemplo, v —4 no existe

en los niimeros reales.

# Indice impar y cantidad subradical un niimero real positivo. Si 7 es impar y 2 € [,
entonces, § @ € R*, la rafz es un niimero real positivo. Por ejemplo, ¥27 =3.

# [ndice impar y cantidad subradical un niimero real negativo. Si n es imparya € R,
entonces, ¥ 2 € R, la raiz es un némero real negativo. Por ejemplo, § —64 = —4.

A partir de la radicacion se define qué es un exponente racional asi:

Un exponente racional de la forma % dondem, n € &y n = 0 se define como

at = o

Si n es par, entonces, a = 0.

Es importante tener en cuenta que para los exponentes racionales también se cumplen

las propiedades de la potenciacion

£
iEna» esposible gue

o= 0cuando '{? <07

1. Escribir la expresion en forma radical. Luego, calcula
la rafz.

1
[(4%) - (643)12
Primero, se expresa 64 como una potencia de 4.
1
= [(41) . (4’}%]2
Luego, se aplican las propiedades de la potenciacion.
i
= [(42)- ()] = 43
Finalmente, se expresa la potencia en forma radical.
1
=41=y4=2

Por tanto, la expresion es igual a 2.

-
2. Escribir la expresion ¥ x¥ x con exponentes ra-
cionales. Luego, simplificarla.

Primero, se expresa cada radical con exponente racional.
a1
= (el PP
Luego, se aplican las propiedades de la potenciacién.
1% AV
(- 2RP = A
= 3 .(IF

1 4 3
= x3exB = xb

Finalmente, se tiene que el resultado de la simplificacién

CSX% Oﬁ.

w
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iComo se demuestra que

o fvo =ar

42| o=

2.1 Propiedades de la radicacion < [ Eisews

Las propiedades de la radicacién se utilizan para simplificar expresiones algebraicas
con radicales.

Sia, bER ym, n € £+, se cumplen las siguientes propiedades siempre y cuando las
raices indicadas existan, es decir, que las raices deben ser ndmeros reales.

Propiedad Expresién algebraica

Raiz de un producto Fah =¢";-ﬂ
Raiz de un cociente c,'r% - 5:.;.
b A
Raiz de una raiz dva =2
Raiz de una potencia 3’:" - af
A J
Raiz enésima de un nimero positivo elevado a la # da% = a conaz=0.

Raiz enésima de un nimero elevado a una potencia impar | § 4 = 4 con 7 impar.

Las anteriores propiedades se pueden demostrar a partir de las propiedades de la po-
tenciacion, puesto que toda raiz se pucdc EXPresar como una potencia con exponente

racional. Por ejemplo, para demostrar que se cumple la raiz enésima de un cociente, se
realizan los siguientes pasos:

1
/ a c . ) .
NS = ( ~)' Se aplica Iz definician de expanente racional.
Vo \b P

£

Sa aplica la prenca de un caciente.

;‘f
= {a Se aplica |z definicién de exponent radonal
ﬁ Wil B 5 o L 8
Simplificacién de expresiones con radicales mnp?maﬁl';

Para que una expresién con radicales esté simplificada, se deben cumplir las siguientes
condiciones:

1. Los exponentes de los factores que conforman la cantidad subradical no deben ser
mayores o iguales que el indice de la rafz. Por ejemplo, la expresion ¥ ab® esti sim-
plificada. En cambio, la expresion & a? b no estd simplificada.

2. El miximo comin divisor de los exponentes de los factores de las cantidades subra-

dical y del indice de la rafz deben ser igual a 1. Por ejemplo, en la expresion §m
se cumple que mad (3, 4, 5) = 1. En cambio, en la expresion 537672 se tiene que
med (2, 4, 6) = 2.

Cuando se simplifica una expresion con radicales, se asume que las raices existen.

De igual forma, si la expresion incluye fracciones se entiende que el denominador
es diferente de cero.



Estandares Pensamientos numeérico y van‘acional@

g EJEMPLOS o w

1. Aplicar las propiedades de la radicacién para simplificar la siguiente expresién Historia de
algebraica. las matematicas

W Los exponentes
V ~/ racionales

Nicalas Oresme (1323-

Para simplificar la expresion algebraica se realizan los siguientes pasos: 1382) fue un intelectual
;  pre——— francés, quien establecié
wb;' il 3! ‘j Va?5 Sa aplica la raiz de un producta aigunas: propledades de
d TV Yy T ) e la potenciacién con ex-
" panentes racionales, tales
={¢ a2 Se anlica lé raiz de un codente, como:
fabj> = ab b
=% 212512 Se aplica la raiz de una raic.
= | e
{@)a=(a")a
= 3 (ah) Se aplicala potencia de un praducio
= (ab)ﬁ Se aphica la raiz de una patenda.
= (ab)‘; Se simplifics el expanente racional.
= fa_b Se expresa en forma radical.

2. Utdliza las propiedades de la potenciacién y de la radicacion para hallar la diagonal
del siguiente paralelepipedo.

222
Diagonal del rectingulo de la base: 'ﬂ"‘_'z'k-
Para hallar la diagonal del paralelepipedo se realizan los siguientes pasos:

2 2
L= (—Q‘i) + (—85-226—2-) Se aplica el taorema de Pitdgoeas.

& ¢
&= -16%5-: + %ﬁ Se realizz la putencia g2 una potencia.
&£ = ﬂ‘l“.}‘;‘_‘ Se efechiala sumna.

dgd
d= V/ ﬂ‘z—i—b— Se extrae | ralz cuadrada teniendo en cuents que o debe ser positive,

4 = Y1005 _ 104757
It &

Sa aplica raiz de un codente y e simplifica.

222
Por tanto, la diagonal del paralelepipedo es 4 = 104~

oeanis | 43
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Afianzo COMPETENCIAS € interpreto « ) Argumento 48 Propongo @l Ejercito ) Razono 4 Soludono problemas

) 72. Completa la tabla.

1024 | ]
‘ 3| 343
. 5 m'30

() 73. Explica cuil es el error en el siguiente procedi-
miento, justifica tu respuesta.

16 = 16 Seplantea la propiadad idéntics
e la iqualda
(—4)P = (4  Seexpresa 16 como potencia.
Y ( —4)2 = ‘/'Zz' Se exirae la @ cuatrada.
—4 =4
Numera de manera ldgica los pasos para simplificar
las siguientes expresiones.
76 (1) §48 75 (1) ¥y
() 243 () @)

() f16:3 () @0
() §1683 () 2y
@ Aplica las propicdades de la radicacién para simpli-
ficar las siguientes expresiones.
76. 4% b 81, §V a5
7.8 2 2 82. § (/ m*n®) (¥ m*n?)
78. \ 4=y 204 83. (§ V)
79. § 8075 84, Vv 256(a" 69"
o2 85. [ [ e o
Y 256y VA Jes61a%p
Dcﬁcrminadvalordcmcnmdamo.
86.¥m=2 90. V'my'm =1.296
87.9243 =3 91. ¥—1,331 = —1,1

92. V¥4.096 =
93. ?(v’r; = 5

88, (v2.187) = 27
89.§1.728 = m
44| grannuum

o Escribe las siguientes expresiones con exponentes
racionales. Luego, simplifica si es posible.

94-?)’#"] 99. vl'v '2y8 ty
95. (' m®)(§ m) 100. {25 ) 28 2)
96. (V162 6)§ 42 5 101, ot )V 0 )
97. w(;“? -abs)'z 102. \" aug;

/ g YEesh
98. (234722) 109, el

@) Completa cada una de las siguientes ignaldades para
que sean verdaderas.

104. ¥ 72943 695 = Oabf 2§ &0
05. § I np? = 5mnp~§ min®

lccymsuelve.

106. Segin la teoria de la relad-

vidad de Einstein la masa m

de un objeto que se mueve a

una velocidad », estd dada por

v e

Donde m; es la masa del objeto en reposo y
¢=3 X 108 m/fs.

Halla la masa de un protén que se desplaza a

una velocidad de 0,5 ¢, si su masa en reposo es
1,6 X 10727 kg

107. Un cono es un cuerpo de revolucion generado
por un tridngulo rectingulo al girar sobre uno de
sus catetos. El cateto sobre el que gira esla altura
y la hipotensa es la generatriz.

=

¥ 1-.-

AL

Determina la generatriz g del cono, si



Estandares Pensamientos numérico v variacional !'

Radicales semejantes

Dos o mis radicales son semejantes si tienen el mismo indice y la misma cantidad

subradical.

Por ejemplo, 6,-’:;5" ¥y~ %y"f y* son radicales semejantes.
Para determinar si dos radicales son semejantes deben estar simplificados.

Afianzo COMPETENCIAS

€ interpreto « & Propongo + (@ Ejercito + @ Razono - [ Soluciono problemas

) Identifica cuales de las siguientes expresiones son
semejantes a 2ip P-

108. /% 110. —2§ &*#p
109. 78 #72p 11143 2

eEscribc dos expresiones que sean semejantes a cada
uno de los siguientes radicales.

116. — ¥l b

112. { 2mnp

113. 5¥ a*be 117.15 52462

114, — 2§35 118. — 2

us. 2wy 9. Wmintp

100

. Simplifica cada grupo de expresiones algebraicas.

Lucgo, determina cudles radicales son semejantes.
/ x’ fz xl 64_595
LB

BV, b

3 J\l

J L8 &

121. 2» V b‘ 16 ,7‘1 15 pf \1 v a_g

/ ; 5
e Y 207 [t L

[ 20xb [t / '7'2'3
Tk J XX .5
Azz sd )',8 ’86( 5) (27)

P, [P
- e :

123. ~

125. —2'°"—” I "/\/ m i 1S )

126. {,.' A6m’n -2/ “’;’ Z 2n§ 4p~ " m*n?

g 4y
{ ; '2 ,'—'2 t" 4
127. t_.‘ _z.‘L s x &/ -i_‘- : 3/ izzl

e Relaciona las expresiones que son semejantes.

128. § x'yz a Sy
129. ,f, ”33 b. *2'5

.7'9 ’ 9’z

130 z $ 9}1_1
an‘i_ 2 z

131 —z:,% d %—

132. § 625x"y 16 e ¥x¥z2§ ¥

@ 133. Completa los siguientes radicales para que la
igualdad sea verdadera.

abEl' 'EL o/ O w0
VY veE =¥ o

&

La expresién que permite calcular la velocidad v de
unaa.téliu:qucginalredcdordcla'nmmuna
orbita circular 7, es

»= &%)V

Donde Res el radio de la Tierra y v se expresa en pies
por segundo.

134. Prueba que v = R...»';‘% 3

135. Si ¢l radio de la Tierra es aproximadamente
6,37 X 106 my r = 6,76 X 106 m, jcudl es la
velocidad del sacélite?

136. Escribe un radical que sea semejante a la ex-
presién que permite caleular la velocidad del

satélite.

o | 45
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2.2 Operaciones con radicales < [T} Amiacin NG feare,
Adicion y sustraccion de radicales
Para sumar o restar radicales se simplifica cada radical y luego, se reducen los radicales

semejantes.

g EJEMPLOS

-
1. Simplificar la siguiente expresion algebraica.
r = s
3/VVa + 48 - Lva
3V +4i¥a - L0a =30 + 40 - 1da  Sesmplics aderaticl
=74~ —;5"; Se realiza la suma.
= islﬂ Se realiza la resta.
2. Sia=20/12,b=5/48,c= —4/75 yh=b— c+ a, zcudl es el valor de &2
' i h=b—c+a
Escrib |
psr::)are pz:\qﬁlée nmops: czanr: =5/48 — (—4.«,-7—5-) + 20412 Se remplazan los valoras de ¢, by .
ple la siguiente igualdad: =5y2%.3 — (—4y52:3) + 20/2%.3 x[resa tonto patends @da cantidad subradical
Va 4'_“.'75_‘ =20J3 + 20/3 + 40,3 Sasimplifica.

Se suman radiczles semejantes,
Por tanto, ¢l valor de 4 es 809’3 A

3. Hallar el perimetro del siguiente trapecio.

1. 180
yid
N 170
3/5
/80

—;y‘ 180 + 3,/5 + fiﬁ) + v‘ﬁ Se plartza la surna de las medidas de los lados del frapeci.
= EJ' 5+3/5 +4/5 +/170 S simplifican los radicales que es pasible.
= -gﬁ +4 170 Se reducen radicales semejantes.

Por tanto, ¢l perimetro P del trapecio es:

p=-ALJ5 +/170.

46| osmniara



Afianzo COMPETENCIAS

Estandares Pensamientos numerico y vaﬁacional@

(1) Interpreto « 8 Propongo * . Ejercito » . Razono + ‘ Soluciono problemas

€9 137. Responde.

:Qué pasos debes seguir para sumar o restar
expresiones con radicales?

€9 Escribe = o #, segiin el caso.
138.v2 +V7 9
139. /10 — V21 25 - 3/2
140. 2816 — ¥54 2

@ Resuelve las siguientes operaciones.
141. 7¥2 + 8/5 — 1142 + 5
142. 96 +11/7 +35/7 —16¢'6
143.4/20 + 18 — 578 + /98 + 2/45
144. 8/75 — /108 — 4300 + 5/ 192 — /12
145. 9982 — ¥ 2 + 39 4x — 8¥64x°
146. 23224 +V750 — /3632 —-1513"'}'
17. 355 — [Ty - (77
1e. 37 -z + 12 2

) 149. Completa el siguiente cuadrado migico, en
el cual la suma de las filas, las columnas y las
diagonales es igual a 9(vf:3 + vr2)

V2 -2/12
33 +418
/8 -y27 V12 + 48
@ Encuentra los nimeros que hacen verdadera cada
igualdad.

150./ [ - 4/28 =5¢7

151 5¥135 — 2§ [ + 4¥625 = 3¥'5

152.3/12 + /18 +v [ - &/ ] =8/3

153.3/176 + 3/ - L/ 00 - 1yas
=5 -/n

154. [1§7680 — 9% [J = —s¢10

@ Halla o perimetro de cada figura.
155. V48
== V27 +1
V338 -2 ‘
Y12 /4
5/3+2
156.
1864
3 2 216m
4/ 150m
I.cclainformadénymmdvc.

En una oficina se desea instalar una red eléctrica con

un cable cuya longitud es de 5»[3 + 12 metros,
como se muestra en la figura,

J40 +2

157. Determina si la cantidad de cable que se tiene es
suficiente para realizar la red.

Halla el drea de la regién sombreada.

158. Area del circulo mayor:
m%ﬂf
Area del efrculo menor:

J 122y

159. Area del rectingulo:

6i's

Area del cuadrado:
40

Area del tridngulo: ¥s

ousmnimi | 47



Multiplicacién de radicales con igual indice
Para multiplicar radicales con igual base, se sigue ¢l siguiente proceso.

£ Primero, se multiplican los coeficientes entre si y las cantidades subradicales, aplicando
la propiedad de la rafz de un producto.

Asi, (a8 x) (65 y) = a- b x+ 5.
i , se simplifica el resultado.

1. Realizar cada producto. 2. Determinar el volumen de la siguiente figura.
a 5/24-2/12

=5-2 \/24—12 Se multiplica.

=104/288 Se resuelven los productos.

=1042%-3? Se descarmpona 238,

=10-22.342 Se simplifica.
= 12042 W2y
Luego, 5724 +2/12 =120/ 2.

Como el volumen se obtiene al multiplicar 5§ 12x* 5,

b. ‘2‘?812;“‘3‘?@7 43".2?_}*',7’-1“8;2,mwn0cs:
— <3 43 . :
=% '%«3’ 81x¥ dxy’  Semultilia V =5¢ 12¢%)° ﬁ_ 24y ¥ 1897 Seplantes ¢l poducte.
———r = 54§ (12757 - (2" - (1 Se multiplica.
= —%?f 324x7y7 Se resuebven fas praductos., #12¢5)-(2¢)- (189 v
36 bttt = 20§ 4322y’ Se raaelven los
=360 2" 34xy7 Se descompone 324, areductos.
= % . 5,),23/ 2%3x%y  Sesimplifica. =20 22‘—3";’-)3 Se descompurne 432,
=%xfe'r1‘2’?j' =20+2+3¢ 22%y*  Sesmplifica.

= 120§ 245*
Por tanto, el volumen es 120x3§ 2x*y”.

3. Rcmlw:refﬁ—x‘(m _m)
.............. | =g -

= —70¥1.000.00045"  Semsuehen s productos

Asf: —2 ¥81: --% Yag' = Jixyzaf 12:%y

= 70§26, 56148 Se descampone 1,000,005, =¥ 6§82 —F6xd 126 5 aplica la propiedad
distributiva.
= —70-2: 54 *¥ 225° 2  Sesimplifica.
s : =¥ 6x 8% — ¥ 6x 1245 Se rnultiplica.
==7004" ¥ 1004 K e P oo
=¥ 484 — § 720 Se resuelven los praducios.
= =700 P 102 Se escriven corm polencias i o i
[as cantitlates subradicales. =#28.3,8 — #23.32,7 Se descomponen 48y 12,
2y 2
= —7004" 6* (104)(z3) =243 — A 722 Sesimplifica.
) 2 o0 T -1
= 700" 5y 10a Se simplifica. Luego, §6x - ({82 — §1249) = 2443 — x723.

48] s




Multiplicacion de radicales con diferente indice

Estandares Pensamientos numérico y varacional !'

Para multiplicar radicales con diferente indice, se reducen los radicales a radicales con

igual indice. Luego, se procede como en el caso anterior.

Para hallar el indice comin se realizan los siguientes pasos.

# Primero, se halla el minimo comin multiplo entre los indices de los radicales, ¢l cual

serd el indice comiin.

% Luego, se divide el indice comiin entre el indice de la raiz y se eleva la cantidad subra-

dical a ese resultado.

g EJEMPLOS

1. Encontrar los siguientes productos.

a. 442 ’3m

4¢2-3¢10

=427 +3'¥ 107 Seexqresen coma raticales de indice comtin,
=4-3%29107  Semuliplican.

=12'¥800 Sesimplifica.

Asf, 482 43§10 =129 800.

b. (—7¥15x)(—5/ 202)
(=715 )(—54 20¢)
= (—7?'-(1 S:-cs) 2). (—59r(2(]x3) 3) S expresan como fadicales

tle indice camdn.
= (=7)(—=5)§225x""-8.0002°  Semuliplican.
= 35§ 1.800.000x" Se resuelven los productos.
= 35§ 26.32.53x" Se descornponz 1.800.000,
=35:2.29¢37.5%x  Sesmplifice
= 704§ 28.125x
Ast, (78156 K —5/20x3) = 7057 §28.125x .

2. Hallar (3“26;2)1
#202Y =204 ¥ 2082 express la patanda como

producta.
= § 20a* 204" Se multiplic.
= ¥ 4004* Se resuelven los producius.

= 24V 502 Se simplifica.

Asd, (¥ 202) = 24 50a.

3. Hallar el drea de la siguiente figura.

(o

16x7y

Como la figura es un tridngulo, el drea se obtiene asi:

_ {1647y - J6y

! Se expresan coma radic’es
=é|{r (16x7]9)2“91(6xy)’ p

de dice comin.,
= :l,' '9’(?:56;:{“ y’ "'.),; 7776x’ y’ Se muttiplica.
= ;' '{"W Se resuzlven los productos.
= -.;.' 213, 33,15,5 Sa descompons 1,990,655,
= ; 23972 191.944x%? Se simalifica.
= o 19445

4. Ordenar los siguientes nimeros de menor a mayor:
?’g 3 ”‘} ) \/5 .

Para ordenar los nimeros se expresan las raices con
radical comiin.

§7 =97 =4343

=%5*=%es

/3 = 45 = ¥

Luego, se comparan las cantidades subradicales:
343 < 625 << 729.

Por tanto, ¥7 < ¥5 <\/3
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Afianzo COMPETENCIAS

) interpreto - o Ejercito « . Razono + ] Soluciono problemas

(1) Responde.
160. ;Coémo se multiplican radicales con igual indice?

161. ;Como se multiplican radicales con diferente
indice?

a Realiza el producto en cada caso. Luego, simplifica
el resultado.

162. ' 2x X /8

163.5/3 x 22 + Wa

164. —4/27 x 8/12

165. 228 d' b X b¥ P ¥

166. —§ 122y x 13§ 4Fy° x § 2y

167. —%ef'lz(w‘k X ;&"Mb* x 2162

@ Reduce cada grupo de radicales al minimo comiin

indice.

168.Y3,#2,§5

169. 2810,§ 3,4/ 15

170. —5v' 22, 78 3%, 11 4y

171. 3/ 24,5¢ &, 6§ 24,85 34

172.§9,§ 2,842, 37,412
@ Ordena cada grupo de némeros de mayor a menor.

173.42,45

174.¥320,¥12,§16,/5

175.§11,§7,%17,¥4

176.41,¥8,/49,§ 10

e Encuentra el producto. Luego, relaciénalo con su
respectivo resultado.

177.5¢2 ¥'5 a §72
178. 6 ab - 2 b b. 5'¥ 640
179. 4250 ¥ 10 c. 6¥a"0
180. €346 3246 d. 5§200
181.¥3 /2 e. af 1267

50| eatinisa

eDencxminaloat:'nninos que deben ir en cada re-
cuadro para que la igualdad sea verdadera. Justifica
tu respuesta.

182. 32 x 0 =¥

183. 3226 xv L] = w§ab

185. ¥ 9m2 X 27w n* = 3m2n2 O 0mn?

6 186. Encuentra una expresion algebraica para ex-
presar el drea del cuadrado.

o2 -¥7

187. Encuentra el drea de un tridngulo equildtero
cuyo lado tiene la misma medida que ¢l lado
de un cuadrado, como se muestra en la figura.

188. Determina el volumen del siguiente cuerpo.

Hallaclvalordc%k s

189.a=v3+y2 b=v3—y2
190.2=v5~73 =76

191. Demuestra que:
Wa-¥o) e +¥ab +¥P)=a—s



Division de radicales

Estandares Pensamientos numérico y variacional !'

Para hallar el cociente entre dos radicales, se dividen los coeficientes entre si y las canti-
dades del subradical se escriben dentro del mismo radical comiin, simplificando hasta
donde sea posible. Si los radicales tienen diferente indice, se convierten en radicales con

indice comiin.

Realizar las siguientes divisiones.
a. 1208 946" + 243 3ab?
1203 944 6" + 24 3ab?

_ 120 5‘:" 9445 Se dividen fos weficentes y las cantidades
24 Y 3ab  subradicsles

= 5% 3 41 Se simplfica.

=568 32

Ast, 120¥ 9498Y + 243 32h? = 562§ 3a7b.

b. 2327y + 6,y
2§y + 6/

=26 (xy)? + 6§ (x¥)?
= 2§ + 6§ 0y

Se reducen a indice comun.

Se resuelvan las potencias

_2 d‘-' x"y‘ Cadiy
= 6\.’ ng Sadivide.
1 5’_;_5; Se simplifica.

3
ast, 2077 + 612y =3¢

Afianzo COMPETENCIAS

@ giercito - . Razono - [ Soluciono problemas

. Encuentra el cociente en cada caso.
192.8/18 + 4/6
193.2¢'6 + 1082
194. 12827 + 443
195. 48% 60 +12¢4
196. —7¥ 817 + ¥ 27x
197. 3 1.2502°67 + ' 10ab

@ Realiza la divisién indicada. Simplifica el resultado
si es posible.

94842 — 14y 2x
198, =247 e gX
63456 774 5%
i ¢'4 4.3
199, 122 x 203. 4”—{—
218 x 2§87
200, 137 827 0,2/ 85 m
T 607 22 " 0,58 2mn
; 435 6,7
201. M 205. : Za "
45§ w'y g J 2ab?

@ Resuche la operacion indicada.
206. ('8 + y10) + {2
207. (' 12m + ' 3m) = §3m

€ 208. Encuentra una expresion para el lado que se
desconoce en el siguiente solido.

V3

i'. 2:‘3_7’

El volumen del solido es v = 10§ »%)7
Determina ol valor de & si:
209. (/5 +V2) +4'5 = &5+ 10)

Lo que viene... = )
En las siguientes paginas vas a trabajar la racionaﬁ-)

zacibn. Escribe en qué consiste la racionalizacion de
. denominadares.
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3. Racionalizacion

Cuando un radical se simplifica en su forma mas simple, también se tiene en cuenta
que en &l denominador no haya radicales y que ninguna fraccion debe aparecer dentro
de un radical.

Racionalizar una expresion fraccionaria en la que ¢l denominador contiene uno o va-
rios radicales consiste en expresarla como una fraccién equivalente sin radicales en ¢l
denominador.

En la racionalizacién de fracciones se distinguen dos casos: cuando los denominadores

son monomios y cuando los denominadores son binomios.

3.1 Racionalizacion de fracciones < [ggX e ) W
con denominadores MoNomios

Para racionalizar el denominador, se multiplican ¢l numerador y el denominador por un
radical, es decir, se complifica la fraccion de tal forma que el radical del denominador
tenga rafz exacta.

EJEMPLOS N

1. Hallar el factor de cada radical, para que el radical final tenga raiz exacta.

Recuerda que... —
£l factor que permite a. 27 Sa n
cbtener una raiz exacta El factor es & 252 porque al realizar el producto2d 54* + 550 wdias

de @ a™ conm <n, &
Yo"

254 ¥ 25a = 28548252 = 281254 = 285 = 2(54) = 10a

b, 355

El factor es 9’4::”',»‘ porque al realizar el producto xé’ Bty 3’"4.?]‘ se tiene:
x@’&?y'é’rtixay‘ = x§ 32y = x}'m = x(2x9) = 2%y

2. Racionalizar cada expresion.

3‘%’ = ?%‘ }%‘f Secomplifica par ¢ 7* .
S 3:fh0 A g
= é"yﬂ Gaa- Se resuelven los productos i s2 simplifica.
2':"'5_4
3% da
2 y
;; Z: = ;’;Z: . 222:2 Se comylifica por ¢ 2a°.

2§ @ -§ (24)?

Se resuzlven los productos.

W2
_ 2650047 _ 2a€500a _ §500a . o
3:2:a = 62 3 —ompa |
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3.2 Racionalizacion de fracciones < [ eacewes
con denominadores binomios

Para racionalizar un denominador compuesto por dos términos, en una fraccion, se
tienen en cuenta dos casos:

# Si el denominador es un binomio que contiene radicales de indice dos, se debe compli-
ficar la fraccién por el mismo binomio pero con el signo opuesto al segundo término.
Esta expresion recibe el nombre de conjugado.

Por ejemplo, ¢l conjugado de J;c + yes \/‘; =9,
# Si el denominador es un binomio que contiene radicales de indice tres, entonces, la

fraccion se debe complificar por el trinomio que convierte el producto del denomina-
dor en una suma o diferencia de cubos.

. - - - 1 4
Por ejemplo, si en el denominador se encuentra el binomio § x + y, entonces, se

debe complificar por el trinomio (ar;)z - ¥x ¥+ ()2, porque al realizar el producto
@(x + ]) [@‘,x)2 - arx_y + f], se obtiene (3":\:)3 TP =x+

\

1. Racionalizar cada expresién.

a, —2
3+V7
P
2 2 s o, 45 : . -
= . Seconplificapor 3 — o 7.
5447 B+47 347 e
= M,z—z- Se respeiven los productos.
3 - (/7)
— 2/
= 69 _2"77 S resuelven las potencias.
.
= S=2i =3- vr7: Sesimplifica.
2
Por tanto, la racionalizacién de 72!‘,; i By \"’; i
/
A
"Ya-2/b
I & ) 7 s
ya = L Y2240 omplificapary'a + 24 b

Ja=2l6 dJa=20b Jda+2lb
_ (af + (a)-(2/5)
a) — (2//8)

Se realizan los proguctos.

+ 2/ ab :
= % Se rewuelven las patencias y los praducios.
—
s S ST a ., a+t2/ab
Asi, al racionalizar ‘[é - 2‘(, e se obtiene i
- J

l Recuerda que...

Algunos productos nota-
bles relacicnades con 12
racionalizacién son:
{a+bla—b) =a* =¥
{o + bllg2— ab + b%)
=g+ b

{o — bilg? + ab + b%)
=g -p

N —

iCémo seracionalza un bi-
namiocomao 3'-;' +1
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Historia de & EJEMPLOS 2 -

las mate 2. Raciongliurysimpliﬁcarcadaﬁaodén.

Signo ralur " 7{ 2

El signo ¢ tue introdu- Y6 +¥4

cido por el matematico ) o~ 6F — ¥6.-¥4 + (V4 Se complifics por
Christoph Rudalfen 1525, Wz ___7i2_ @eF ¥4y

V6 + 74 = a’EH"Z (erg)z_afge/z_i_@"Z)z o)y —Y¥o6-¥4 +(3'£)“.
_(¥2)¥6) —7¥2-¥6- ¥4 + 782 (4)

( e ), o 3,4)3 Se multiplica.
= 'H’?_ — zﬁ 2 ?ﬁ Se resueiven fos preductos y las patendis.

_ 14¥9 —14¥6 +14¥4

10 Sesimplifican los radicales.

_ 799 —7%6 + 744
5

Euler realizé una compa- = Sesimalifica pur 2.

racién ente el signo v,_
y la letra 7, inicial del latin b & —b
@dd)x,quesignlﬁcaradlcal a5

& — b =,,a_1,042+¢’ﬂ+@’2)’
a—¥b  a—¥b 2+a¥b+ b)Y

_ @ - e+ ad b + § 5)

Secamglificapor ® + ad 0 + (} Y.

- Se multiplica.
£ — (T by ’
3 f £33
= ja b)(“z: AR ) Se resuelven las patendes.
a — b
=l +a¥b+§8 Se simplifica.
& 8x + 5
2¥x+4 -3
r 2 ¢ . 4

Bx+5 __ 8+5  (2¥x+4) +(2¥x+4)-3+(3)

Wetd -3 2Wx+t4-3 (2¥x+4f+(2Fx+4)3+(3)?
Secomplifica por (28 « + 4) + (28 v + 4)+3 + @)%

_ (8x + 5)4¥ (x + 4 +6¥x + 4 +9)

- = Se multiplica.
(2¥x + 4) - (3 i

; 3 >
= (B + 5)(4?55?:.{;43‘) i_ gg xtdd 9) Se resuelvan las potencias.

" 'i ~ .
_ (8x+ S)4¥ (x ';:)+ ;' 6¥x+ 4 +9) S resueiven |as operacionss,
=4 (x+ 49 +6¥x+4+9 Se simpiifica.

\. J

5 4 canisom



Estandares Pensamientos numérico y variacional !'

Afianzo COMPETENCIAS

(1 Interpreto « . Ejercito « 0 Razono - £} Soluciono problemas

(1] Explica los pasos que se tienen en cuenta para:
210. Radionalizar monomios.
211. Radionalizar binomios con indice radical dos.
212. Racionalizar binomios con indice radical tres.

Encuentra el factor para eliminar las raices, en cada
caso. Justifica tu respuesta,

213. vz 220. 2 — b

214. 3,2 221. y2x + 3y
215.Va— b 222./x—1 +2

216. 581246 223. 42 —

217. 9xY 328y 224. {92 + ¥ 287

218. § 1254 ¢ 225. /x+y—x—y
219./5 — x 226.5¢x—1 + 2

Numera, en forma secuencial, los pasos para racio-
nalizar la expresion.

3¢ dab?

227. 5

&

Ga
o Wiy, Vil
Ga

229. T oles

Gat 4dab’
2ab

6a? dab?
V226
Racionaliza el denominador de cada fraccion.

230.

231.

232. 4}5 - | : %

233'?%1 237. %&@
o 0. L2

= ?:mL:n’ 239. —4;{2 a—_ »_";77

ekaclonalimcadacxpmlém
o
B i S 246, —SdE
Y7 —¥2 1+\’3_\/6
21, — 247, —LEt2
3+45 2—vx+2
242. /3 + 42 248, Z2—2
1+v2 m—in
243 V3 + 6y i
o oG o Y
pom— s 7
J + + J
244, =L TVL g0 Yatd
yxty—oy fa—-306
V6

245.

g
e 72-2-/3)
i

e ——p——
V5 +4¥3—-y2

e En el movimiento pendular, el periodo

7 estd determinado por la expresién
1
T=2x- )=
ey g

donde £ longitud y g gravedad.

252. Racionaliza la expresion asociada al
periodo de un péndulo. »

253. Halla e periodo i { =% w

La velocidad del agua en canales abiertos estd deter-
minada por la férmula de Manning.

,,=.:.(A)‘§.S‘,

r

254. Escribe en forma de radical la expresién de la
velocidad del agua.

255. Racionaliza la férmula de Manning.

Lo que viene... &
En 3 proxima unidad trabajarés los ndmeros comple-]
" 4

jos. Consulta qué es un numero imaginario y codmo se
.\forma un numero complejo.
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[resumen}

Potenciacion de nimeros reales
9 Realiza las siguientes operaciones haciendo uso de
la potenciacion.
256. 5-1 4 4-1 — 3-1 4 6-1

257. (3~ + 4712

2—1 —— a—l

258. 371 4 2

9 En los siguientes ejercicios escribe el resultado
como potencia de base 2 y exponente positivo.

260. 274 - 43

261. 14-2-3—6-273

262. 1525+ 23

263. 42-163- 8%

@ Resuclhve.

264. Sila masa de una particula es 2,5 X 107 gramos,
entonces, la masa de 5.000.000 de esas particulas,
;es mds proximo a 1 gramo, a 10 gramos, a 100
gramos o a 1.000 gramos?

i

C-

’ Escribe los siguientes nimeros en notacion cienti-
fica teniendo en cuenta que:

a = 4.900.000, 5 = 0,00000028, ¢ = 450
Luego, calcula el valor de cada expresién.

265. {a- b)

266. {a- b)c

267. &b

268. 4t

-

Radicacion de nomeros reales
@ Dados ay c, jqué valores puede tomar b para que

v &* — 4ac sea un niimero real?

269. 2= —3;¢c=2 b=
270. a=2;c= 8§ b=
271. 2= L;c= 8 b=

;g =
272. a = 35 €T3 b

N
|

I

"
i

?
I

P
I

|

n
|
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Estandares Pensamientos numeérico y variacional

9 Simplifica cada uno de los siguientes radicales.
273. §abc =
274. *72954’ =
275. ¥ + 2ab + &2 =
276. ¥ ¥ 324%6" =
277. Y51 -3 =
278. (@692 =
279. {64y =
280, Va5 =
@ Realiza las operaciones indicadas y expresa el resul-
tado en su forma simplificada.
281. (Va + Vo)W ab

@ 285. Halla el perimetro de la figura.
32

/3

T
1
‘ —
i

Racionalizacion
', Racionaliza los denominadores.

286.j;=
- P
L e
288.7%=
289. 3= =
-
!
291.7;‘—
1

292.

Va5~

293. =
93 S

12 =
294.—7-‘_ Z

_xty _

295, =
. Vx+yy

296. - =
x+ygy
2ab _

B T+ Ya?

Qiahiv s I

/
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' %) PROBLEMAS PARA REPASAR J

s
v,

La masa del Sol es aproximadamente 2 - 107 gramos y una galaxia tiene en promedio 10" veces la masa del Sol.

;Cudl serd la masa en kilogramos de una galaxia?
Si en el universo se cree que hay aproximadamente 100.000.000.000 galaxias, jcual serd la masa total de
todas las galaxias del universo?

Comprende el problema.

sal [ BT

:Cudles son las preguntas del problema?
#Cudl seri la masa en kilogramos de una galaxia?, si en el universo se cree que hay aproximadamente
100.000.000.000 galaxias, jeudl serd la masa total de todas las galaxias del universo?

;Cuales son los datos del problema?

La masa del Sol es aproximadamente 2 - 1033 gramos y una ga]axia tiene en promedio 10'! veces la masa

del Sol.

Elabora un plan y llévalo a cabo.

Primero, se halla la masa de una galaxia. Para ello, se escribe la masa del Sol en kilogramos asi,
(2-1033) + (103) = 2- 103 - 10-3 = 2 X 10%.

Luego, se multiplica 2 X 103 por 1011, asi:
(2 X 103) X (10') = 2 x 109

Segundo, se calcula la masa total de todas las galaxias, para ello se escribe la cantidad aproximada de
galaxias en notacién dentifica, asi:

100.000.000.000 = 101
Luego, se multiplica 107! por la masa en kilogramos de una galaxia.

(10'1)(2 X 1041) = 2 X 1052

Verifica y redacta la respuesta.

Se verifica que las operaciones estin realizadas correctamente. Luego, se tiene que la masa en kilogramos
de una galaxia es 2 X 1041 y la masa total de todas las galaxias del universo es 2 X 1052,




298. La masa del universo estimada en 3 X 10¥ g
estd concentrada casi por entero en los nucleones
(particulas que constituyen los componentes prin-
cipales del nicleo atémico). Para formar un gramo
de masa se necesitan 6 X 1023 nucleones. ;Cudntos
nucleones aproximadamente hay en ¢l universo?

p_
303. Calcula la medida de la diagonal del siguiente
poligono.

Medida del lado:
¥ (1252 - {2745).

d

299. Aproximadamente un 3,25% del mar es materia - Siv= Vm S -717;’ entonces, a qué equivale
solida disuelta y, en total, entre materia solida y la expresion simplificada de »* — w®
agua hay 330.000.000 millas cibicas. Si una milla
equivale a 1.852 m, jcudntos metros cibicos de
agua marina hay en total? Encuentra al menos cuatro niimeros enteros posi-
tivos 7, a1, p, 4 distintos entre si, que satisfagan las
siguientes relaciones:

m+n=p+q,/;+r=\f;+ﬁ

. Determina la longitud de la diagonal de un cubo
que tiene 10 cm de arisea.

-I- = ' . Si la base de un tridngulo mide ¢ y su altura mide
e T 1T 1T 111 —zr—,cu:onm.gnﬂmonﬁdeclladodcuncuzdmdn

que tiene igual drea que el tridngulo?

Lais 307. La expresién que permite

. Calcula las dimensiones del cuadro. calcular la intensidad de
25, corriente de un circuito es:
A= _ /P
5 !—1/ R,dondePesla
potencia y R es la resistencia.

Si la resistencia de un circuito es R = 19 ohmios
y su potencia P = 980 vatios, ;a cudnto equivale
su intensidad?




m Y esto que agrendi‘ ipara gue’ me sirve? |

..Para saber cuanta energia
se libera en un temblor.

Un sismo es un temblor que se produce en la superficie
de la tierra, originado por movimientos de masas que
ocurren en su interior. Cuando tiene lugar en terra
firme, se llama terremoto y provoca desplazamientos de
tierra, derrumbamiento de edificios y otros destrozos.
Estos movimientos sismicos son de diversa magnitud
o intensidad.

La escala de Richeer da la idea de la magnitud del terre-
moto. Esta escala tene una graduacion de 1a 9 eindica
la energia liberada que viene expresada en ergios (un
ergio se puede definir como la energia que necesita una
fuerza para mover la masa de un gramo a una distancia

de un centimetro).

Observa la tabla que muestra la escala de Richter a

continuacion.
Energia liberada (en ergios) Magnitad
20.000.000.000.000.000.000 9 ,
600.000.000.000.000.000 8 '
| 20.000.000.000.000.000 . 7
| 600.000.000.000.000 6 '
( 20.000.000.000.000 5 '
‘ 600.000.000.000 | 4 ,
; 20.000.000.000 3 .
| 600.000.000 2 |

20.000.000 1

1. Un terremoto de magnitud 5 en la escala de Ritcher,
que va acompanado de un ligero temblor de tierra,
tiene una energia de 20.000.000.000.000. ;Cémo
se escribe esta cantidad en notacion cientifica?

2. Responde: ;Como se expresa la energia de un te-
rremoto de magnitud 8, aproximadamente, en la
escala de Richter?

B0 @enrnimns

Galerla de
imdgenes

Epicentro

Punto de la superficle de la Tierma que esta
sobre el hipocentro. Es, generaimente, la
localizacién de la superficie terrestre donde
la intensidad del terremata es mayor,

Hipocentro o foco

Punto en la profundidad de la Tierra desde donde
se libera la energla en un tememota. Puede estar
2 muchas kilémetros de la superficie.

3. El lunes 11 de enero de 2010 se produjo un sismo
de aproximadamente 4,5 en la ciudad de Manizales.
Su epicentro fue en un municipio de Caldas.

3Cual fue la energia liberada en ese terremoto?

Escribe esta cantidad en notacidon dentifica.




Trabaja con WIRIS

radicales en WIRIS.

Objetivo: comprender la potenciacion y la radicacidn en el conjunto de los ndmeros reales.

Descripcion: aplicar las propiedades de Iz potenciacién y Iz radicacion. Ademds realizar las operaciones entre

(=] x

Para acceder a WIRIS, ingresa y trabaja en linea en:
herramientas.educa.madrid.org/wiris/ o www.wirls.
net/santillana.cl/wiris/es/index.html

e Activa la opcion Operaciones en el menq,
como se muestra en la ilustracion.

aunl I
'UQ'I I

e wter * | L]

“-p—-l
v —

M et

© Escribe potencias con la herramienta Po-
tencia, en el menl Operaciones. Para escribir
exponentes racionales, utiliza primero la he-
rramienta Fraccion y después la herramienta
Potencia, como se muestra en la figura.

14D Pz ®~z\| 3 nél:‘
I

L 4 o SRIEEN ol

© Para calcular potencias, se siguen los siguientes
pasos:

Primero, escribe la potencia en la ventana de
641:

27) 3

Luego, haz clic en el signo=/, como se muestra

en la figura.

s Croeviras | Soecke teame tmvem irkicee Coreinect
B E e ;:li Nl id]| s st
[ 40 & $p] ¥ 0| ld|segeraa

|1 64 =)
La21s
© Resuelve las siguientes potencias.

L G- e

Bl .1(_2)-!_ 152.204 .52
© 82 37 3) -89
1

.. (3)—4 +4,9% — 363 — 64%° + (—64)7

trabajo. Por ejemplo, (

W

© Escribe raices con las herramientas Raiz cua-
drada y Raiz, en el menu Operaciones, para
escribir exponentes radicales, como se muestra
en la figura.

Doaacce F
1 5D Racona () | = nj=
moa | w o (3 Onef

O Para realizar operaciones con radicales se si-
guen los siguientes pasos:

Primero, escribe los radicales en |a ventana de
trabajo. Por ejemplo, 24 45 — V27 +420.

Luego, haz clic en el signo = ,como se muestra
en la figura.

I r'—"a . 1 X I I
B oo om n
F. . i o

0] dagr mowesrar
101 svaess

2 v

W & 9

ﬂ 2/ 45 =/ 27 ++/ 20

=]

@ Realiza las operaciones indicadas.
§100° - 510 -37100 P
T .‘;.1 0:0 b. (5/3)7¥6)

0 Para racionalizar expresiones con radicales se
siguen los siguientes pasos:

Primero, escribe la expresion que vas a racio-
nalizar en la ventana de trabajo, utilizando las
herramientas estudiadas. Por ejemplo,

32
s¥2 -2¥7°
Luego, haz clic en el signo| =/, como se muestra
en la figura.
] 2o | o g tpize_usates puenmmen,
om0 X0ole
[T P I S
‘ 3\,_2
59 2=2%7

dEagw mowesTar
Soger 38

W

- | 61



Estandares: pensamientos numérico
y variacional

< Tu plan de trabajo...

2 Aprender cuéles son los ndmeros imaginarios
y como se forman.

# Comprender por qué existen los nimeros
complejos y su aplicacian.

# Realizar operaciones entre nimeros complejos.
B Splucionar problemas con ndmeros complejos.

|_Encuentra en tu (XS] «

Evaluaciones:
7 De desempeno v Por competencias

Q 2 Multimedia 1 Audios
1 Galerias 5 Imprimibles
E 4 Actividades = 2 Enlaces web

. Simplifica cada expresidn.

a./5%0¢h2 b. {3%F X 3¢ C (2?2 X &

. Determina las raices reales de los siguientes radi-

cales.

—

a ¥25 b ¥-27 c y—36 d. ¥si

. Representa en el plano cartesiano los siguientes

puntos.

a (-3.5 b. 43 c(-5-7 d. (f,—s)

. Realiza fas siguientes operaciones.

& (2 - ")(-'3 T 3) b. /2(/6 —2)— /8

. Resuelve los siguientes productos.

a. (x+ 8)x— 3} b. (5x — 8)(5x + 8)



7N

© Cronologia de los nGmeros complejos

Herdn de Alejandria Los mimeros complejos aparecen
en la soludén de ecuacones

\\' Y esto que vas a aprender,
ipara qué te sirve?

..Para entender
los factores que influyen
en 3 recepcion de senales.

En electricidad es necesario utilizar los ndmeros
complejos para estudiar fendmenos sinusoidales,
los cuales se presentan en la emision de senales
eléctricas.

En Ia recepcidn de las sefiales se aprecia &l estudio
de los fasores, los cuales ayudan a conocer las inter-
ferencias, mejorando asi el proceso de emision y re-
cepcion de datos usada en las telecomunicaciones.

% Lee mas acerca de este terna en la pagina 84.




Historia de
las matematicas
Numeros imaginarios
Un papiro matemdtica que
se encontraba en el Valle
de los Reyes, en una ne-
- crépolis del antiguo Egipto,
muesTa un ejemple numeg-
rico que requerfa el uso de
los ndmeres imaginarios
en el proceso de calcular
el volumen de una pira-
mide cuadrada truncada.
En el primer siglo, el inge-
niero y matemdtica Herén
de Alejandria se encontrd
con una expresién para
determinar la altura de la
piramide, asaciada con los
nimeros imaginarias.

a— by
h=y ¢ -2(5°)
En 1777, el matemético
sulzo Leonhard Euler sim-
bolizé la ralz cuadrada de
—1 con la letra 5, proba-
blemente perque aquellcs
nameros fueron llamadas
Imaginarios.

X

64| osenrniana
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1. NOmeros imaginarios < [E) wu=,

Los nlimeros imaginarios tienen variadas aplicaciones en diferentes campos. En electro-
nica para procesat, restaurar y optimizar sefiales; en la teoria de control que es un drea
que relaciona la ingenieria y la matematica, y en la fisica, donde los ndmeros imaginarios
estdn relacionados con el electromagnetismo, la dindmica de fluidos, la mecinica cuin-
tica y ¢l anilisis de vibraciones.

Las ecuaciones de la forma & + @ = 0, donde 2 es un niimero real positivo, no tienen

solucion en el conjunto numérico de los nimeros reales porque el cuadrado de un
niimero real es un nimero no negativo y al ser sumado con un ndmero positivo su

resultado no es cero.

Para dar solucién a este tipo de ecuaciones, se generd un nuevo conjunto numérico

denominado niimeros imaginarios.

La unidad principal o unidad imaginaria se representa con la letra § y cumple las
siguientes propiedades i =y —1,#= —1.

Los nitmeros imaginarios que se expresan como ¢l producto de un ndmero real, diferente
de cero, por la unidad imaginaria reciben ¢l nombre de imaginarios puros.

Si —s es un numero real negativo, entonces, la raiz cuadrada principal de —s es
A Jo)
\/—s =\[;'z'=¢si.

1. Escribir las siguientes raices como niimeros imaginarios puros.

a. '/r——4§

V=49 = /49 Seextize laraiz coadrada peincipal g2 —49.
=:7i Se halla la afz.

b. 4/ ~180

4y —180 = 44 1804
=44 22.32.5§

Se axtre la raiz cuadrada peincipal de — 180,

Se descompore 180,

=4.6/5 Se simplifica.
=24/5i Se halla el producio,
2. Hallar la solucién de la ecuacién 42% + 56 = 20.
4x* + 56 =20
4x* = —36 Se resta 56
2= ~—j4*6 Sedivideenire 4.
2=-9 Se gmplificz.
x=*{—9 Se despzja x.
x=*3 Se axtrae la raie.

Por tanto, las soluciones de la ecuacion son 3i y —34




Recurso

1.1 Potencias de ¢

potenciacion y la definicion de , 2, como sigue:

= 2p=peg=(—1)i=—i Patencias bésicas de ¢
A=

%=~ =2 2=(-1)(-1)=1 ;_1_1

Estas cuatro potencias de ¢ se denominan potencias bdsicas de 7, ya que a partir de 7 se f=—i

repiten en periodos de cuatro. Asi, £ = # -

En general, para determinar una potencia de 7 con exponente entero, se procede asi:

i=1-i=i

Estandares Pensamiento numérico y variacional !'

ingribie @ Actividad

Las potencias de la unidad im:ghmria i se obtienen aplicando las propiedades de la

?thmhwa:\

% Se expresa el exponente de la forma 4n + 7, donde 7 es un nimero entero y 7 es un

nimero entero positivo o cero.

# Se determina la potencia aplicando las propiedades de la potenciacion y las potencias

bisicas de 4.
w
1. Hallar #'. 2. Simplificar la expresion # + 2i7".
PliagesE) Seexprasa 21 comod + 1. P42 = #0143 4 280+3 Sz hallan e
= (#)° - (5)' Seaplican s propiedaces de I potenciacidn. =(1)' « (—=&) + 20)(—4) Serenplazan e’
=(1P-4 Se rernplaza i =—i—2 Se simplifica.
=i Sesimplica. = —3i Se resta.
\ J

Afianzo COMPETENCIAS

ﬂ Interpreto « o Argumento 9 Propongo « . Ejercito « n Razono

. Explica como se generd el conjunto de los nd-
meros imaginarios.
. Identifica cudles de las siguientes expresiones co-

rresponden a nidmeros imaginarios puros. Luego,
exprésalos como niimeros imaginarios.

2. -7 5. 2/-135
3. 16 6. 8/ =720
4 V-8 7. —9¥ 27

@ Halki L solucién de cada ecuacién,
8. $+16=4 1. =y + 8= — 55
9. 52+ 40 = —60 12. 57 =30 —

whpad gpeRtedgd ol
. Halla las siguientes potencias de 7.
14, # 17. P
15. &7 18, 77
16. 19, 12

() Determina si la afirmacién es verdadera (V) o falsa
(F). Justifica tu respuesta.

20. Toda expresion de la forma V—a representa un

nimero imaginario.

21. 4 —81 = 9i.
22.5ii =4y —1,entonces, # = —1.
23.7° = —i

ﬂ Simplifica cada expresion.
2.2+ 8+2+ ...+ H5+”
25. 8+ +E 4. B+

) 26. Encuentra el niimero imaginario asociado a la
formula de Heron

— ! a_ £_:._é'2
b V.c 2( 3 )
a=28,b=4,c=15

27. Determina cuatro soluciones distintas para la
ccuacion ¥ — 80 = 1.

pa—
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mews Rare 2. CONjUNtO de los nOmeros complejos
imprimible
El conjunto de los nimeros complejos estd formado por los nimeros de la forma
a + bi, donde o y b son nimeros reales. Este conjunto se simboliza con la letra €.
Es decir,
C={o+bi/abeRi=y/—-1}
Recuerda que...

Entre 105 conjuntos Nu-
méricas se establecen las
sigulentes relaciones de
inclusion,

NcZcQCR
cC
\#

E O

Actividad  Ampliadén
multimedia

66| @:ennian

En todo nimero complejo @ + i se distinguen dos partes: la parte real @ y la parte
imaginaria &i. Por ejemplo, en el niimero complejo —2 + V7ila parte real es =2 y la
parte imaginaria es J7i

De lo anterior se deduce que todo mimero real @ puede expresarse como un niimero
complejo de la forma 2 + 04 Asi, todo niimero real es un nimero complejo. Por tanto,

rRCC.

Del mismo modo, todo nimero imaginario se puede expresar como nimero complejo
de la forma bi = 0 + bi. Asi, todo nimero imaginario es un nimero complejo.

Todo nimero complejo se puede expresar de dos formas, asi:

# En forma binomial, como se expresa por definicion, es decir, de la forma 2 + &4 Por
ejemplo, los ndmeros 4 + 5iy 8 — v 2 i estin escritos en forma binomial.

# En forma cartesiana, como pareja ordenada donde la primera componente es la parte

real v la segunda componente es ¢l coeficiente de la parte imaginaria. En general, ¢l
nimero g + &7 en forma cartesiana es (2, ).

En relacién con la forma cartesiana de los ndmeros complejos, se tiene que: dos ndmeros
complejos son iguales si y solo si sus parees reales y sus partes imaginarias, respectiva-

mente, son iguales. Es dedir,
at bi=ctdisiysdlosia=cyb=d

2.1 Representacion grafica de los nUmeros complejos

Todo nimero complejo se puede representar geométricamente sobre ¢l plano complejo.
El plano complejo es un sistema de coordenadas rectangulares, en ¢l cual ¢l ¢je horizontal
es ¢l eje real y el eje vertical es ¢l ¢je imaginario.

Asi, para representar el nimero @ + 7 se usa su forma cartesiana (, &) donde la primera
componente 4 s¢ ubica sobre ¢l eje real, y la segunda componente 4 se ubica sobre ¢l ¢je
imaginario.

)‘. Eje imaginatio
oo b
)

-

.
4
-
.
4
+
R
=
L
T
LD by



EJEMPLOS

Estandares Pensamiento numérico y variacional !'

1. Identificar en los siguientes numeros complejos la

parte real y la parte imaginaria. Luego, expresarlos
en forma cartesiana.

2 7+ —36
7+y—36=7+6i

Setransforma ' —36.
Luego, la parte real es 7 y la parte imaginaria es 64,

Asi, 7 + 67 en forma cartesiana es (7, 6).

b. —9 + y 144
~9+y144 = —9+12=3 Sesimplifica
3=3+0i Seexprasa 3 carna ¢ + bi.

Luego, la parte real es 3 y la parte imaginaria es 04,
Asi, 3 en forma cartesiana es (3, 0).

e —8/-9 +2/-169 - 7

-8/ =9 +2/=169 - 7

=—8-(3) +2(13) — 7 Setansfornay’ —9 v,/ —169
=—24i+ 26i— 7
=2i—7

Sa multiplica,

Se simplifica.

3. Halla.rdvalordecyd,dcm]fonnaquc%c— 15¢
sca igual a —8 + 345

Se igualan las partes reales entre si y las partes imaginarias
entre si, y se resuelven las ecuaciones obtenidas.

%c—15i=—8+3:£i

-§c= —8y—15=3d
c=—12y-5=d

Por tanto, los valores de ¢ y d son —12 y —5, respecti-
vamente,

4. Representar los siguientes nidmeros complejos en el
plano complejo.

O AL

2 — i en forma cartesiana es A2, —1).

b. =3+ 4i

—3 + 4ien forma cartesiana es Q(—3, 4).

c.—l-i
2

1 { en forma cartesiana es S(O, J‘).

~

Luego la parte real es —7 y la parte imaginaria es 24. Z 5 od 2
Asi, =7 + 2i en forma cartesiana es (—7, 2). d. T 3i
2. Escribir en forma binomial cada uno de los niimeros % —i;,' en forma cartesiana s %’ ——;)
complejos representados en el plano complejo. X ]
G I ot 55
El punto A tiene como coordenadas (—;— ) 'g-), luego su & —3 4°
R Bikaiaialias .% i %i' =g *‘lii en forma cartesiana es [)(—3, —}i)
El punto B tiene como coordenadas (-%,2), luego su -
2 i
forma binomial es 3 + 24, -
2 3 + ¢ en forma cartesiana es V(j I).
El punto C tiene como coordenadas (0, —3), luego su 2 ’ ¥
forma binomial es 0 — 37 = —34.
Q X! Eje imaginatio
3?
1 = L ts) | | Hersl
Wl U L T - - -5—4 * —2—] 1 4 3
_5_4_3_ - 5 dorlpe et »Sx 5 0 o ;2. 3 5x
- T e
_ﬂ’ «A =
_* C -’l
L2 4
i
\ J
i e |
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Afianzo COMPETENCIAS

) interpreto . P Argumento « e Propongo -+ . Ejercito -‘ Razono

€ Escribe un némero complejo que cumpla cada con-
dicién.

28. La parte real sea el doble de la parte imaginaria.
29. La parte imaginaria sea negativa y la parte real sea
un numero mayor que — 5.

30. El ndmero complejo esté ubicado en el 1T cua-
drante del plano complejo.

31. El nimero complejo esté ubicado en el TV cua-
drante del plano complejo.

32. No tenga parte imaginaria.
033-MarcumnunaXlamsilladclwnjunmalqne
pertenece cada uno de los siguientes niimeros.
Nimero 7 Q I R’ C
V2 +i

n Escribe en forma binomial el ndmero complejo re-

presentado en cada plano complejo.
34. 3e.
{ Eje imaginario z {.
S imaginatio
2 3«
il Eje real 2¢
i 12545+ ! B ral
B 543-2-10 1 %
_r' - w =1
=% =2
X .
35. 37.
| Eje imaginario )‘E}e
¥ 3"1muginatlo
2
I Eje teal = Eje teal
—2-10 1234+ —4—3-2—1 o 1 2 x
=2 | N =2¢
% | 1M %

68| o

. Representa grificamente los siguientes nimeros

oomp]c]os.
A 3
38.2 + i 42.(1, 4)
39. —i+5 43. ——% 4 &i
40.v 25 —vV100  44.(—4, —2)
3+6i .
41, 2 45, 4 + 3:

() Determina si la afirmacién es verdadera (V) o falsa
(F). Justifica tu respuesta.

46.V16 +¢ -2 =2+ ()
47. =25 —9—5i+y49 = -9i-7 ()
48.y16 +V-2=2+1 ()
49.9% -9 +5-V9 +i=19i+2 ()
o2y - MLy iy ()

€) Dctermina el valor del término desconocido en cada
caso.

v
I}

51. v —36¢ +v —121¢ — ¢ —169F = 324;
52. (V =4yl —2° Wy —27) = 1.372i

M E gran matemdtico Diofanto construyé un tridn-
gulo con una cuerda en la cual habia realizado 12
nudos equidistantes. El tridngulo formado cra un
tridngulo rectingulo con medidas de 3, 4 y 5; de tal
manera que su drea era de 6. Luego, con la misma
cuerda, traté de construir otro tridngulo rectingulo
de forma que su drea fuera de 7. Su planteamiento
lo llevé a las siguientes soluciones, para un lado del

tridngulo.
_ 43+ /-167
eid 12
_43-/-167
o 12

53. Expresalas soluciones como nlimeros complejos.

Lo que viene... S

En las siguientes paqginas trabajaras el conjugado de]

un ndmero complejo. Averigua gué es el conjugado.
Ne



2.2 Conjugado de un nimero complejo

El conjugado de un nimero complejo es un niimero que se diferencia del anterior en

el signo de la parte imaginaria.

El conjugado del nimero complejo z se simboliza z.

Siz=o0+ bi entonces, z = o — bi.

Un ndmero complejo z y su conjugado 2z se ubican en

forma simétrica respecto al ¢je real del plano complejo.

Por ejemplo, ¢l conjugado de z = 2 + 4ies z =2—4i ¥
su representacion grifica se observa en la figura 1.

El opuesto del nimero complejo @ + bi es —a — bi. Asi,
el opuesto del ndmero complejo —4 + Sies 4 — 55

Afianzo COMPETENCIAS

Estandares Pensamiento numérico y variacional !'

Ampliacién
multimedia

Encuentra una condicién
i Eje imaginario para que un nimero com-
l 24) plejo sea igual a su con-
4{ 4 jugado.
B f
i '
17
7," Eje neal
o . . . ‘ 4.
-2-100\ 1 2 3 4x
e
_j ‘\\
= % (29
Figura 1

0 Interpreto « . Ejercito » n Razono

¢ 54. Escribe en forma cartesiana el conjugado y el
opuesto del siguiente niimero complejo.

z=a+ bi

(1) Completa cada enunciado si se conoce ¢l nimero
complejo.

55. La representacion grifica del conjugado de un nii-
mero complejo se obtiene por una
fespecto del nimero complejo, en el

plano complejo.
56. La representacion grifica del opuesto de un ni-

mero compl:jo, se obtiene poruna____
respecto del plano complejo, del
nimero complejo dado.

e Relaciona cada ndmero complejo con su respectivo
conjugado.

57. —/3 +v2i a 3—2i
58.3 + 2i b. V3i+2
59. —2 + 3i o —y2i
60./3 — 2 d —2—3i
61./2 — /3 e. V3 +2i
62./2i £ —/2i—y3
. Representa en el plano complejo cada néimero com-
plejo, su conjugado y su opuesto.
63. -3 +7i 64813

chtcrminasilaaﬁnnadénea\trdadm(V) o falsa
(F). Justifica tu respuesta.

65. El conjugado de un ndmero complejo es siempre
un nimero real. ()

66. En ¢l plano complejo, si el conjugado de un ni-
mero complejo estd ubicado en el T cuadrante,
entonces, ¢l nimero complejo estd ubicado en ¢

IV cuadrante. { )

67.8Si el conjugado de un nimero complejo es
—¢ + di, entonces, el opuesto del niimero com-

plejoesec—di. ()
n 68. Comprueba la siguiente propiedad, mediante dos

ejemplos.

z =z

69. Escribe en forma binomial ¢l conjugado y el
opuesto de cada nimero representado en el plano

complejo.
E 2 Bje imaginario
4 4B
3
A 2 F
I o
- : . . ‘. . . ‘ . . EtJLrt:l
—>—4—3—2—_l§1 1 23456%
G T2 H
e
-5

pa—L



Gauss le concedid un es-
tatus privilegiado a los
nimeros complejos en las
matemdticas, qraclas al
teorema fundamental del

dlgebra.
kg

Recurso
imprimible

Matemati i
JEs derte que la suma de
un nidmero complejo y su

conjugado es un ndmero
\ real?
)

70| psarus e

2.3 Operaciones con ndmeros complejos « [EXP s

Adicion de nimeros complejos

Para sumar dos o mds ndmeros complejos se suman, respectivamente, las partes reales
¥ las partes imaginarias.

Sizyw€E€C,z=a+ biyw=c+ dientonces,z +w=(a+c)+ (b + d)i

Por ejemplo, para sumar {(—12 + 74) y (4 + 254) se procede asi:
(124 7))+ (4 +25) = (—12 + 4) + (7 + 25)¢  Sesuma cada parte del nimers complgjo.
=—8+ 32{ Se resualven las suimas.

La adicién en ¢l conjunto de los ndmeros complejos cumple con las siguientes propie-

dades.

Clausurativa: la suma de dos niimeros complejos es otro nimero complejo. Es decir, si
zy w € C, entonces, z + w € C. Por gjemplo:

(3+8)+(Q —13)=4— 5i,donde 4 — 5: € C.

Conmutativa: el orden en el que se realiza la suma de dos nimeros complejos no altera
el resultado. Es decit, sizy w € C, entonces, z + w = w + z.

Por ejemplo, siz = 5 — 2iy w = 8 + 64, entonces:
z+w=(5—2)+ (8 +6) =13 + 4s
wtz=8+6)+(5—2) =13+ 4¢
Luego, z + w=w + =

Asociativa: los sumandos se pueden agrupar en diferentes formas sin alterar el resultado.
Es decir, six, wy 2 € C, entonces, (x + ) + z=x + (w + z).

Por ejemplo, six =4 + 3i,w =2 + i, 2= 1 + 9j, entonces:
xt+tw+z=[(4+3)+ 2+ +(1+9)

=[6+4]+(1+9)

=7+ 13
x+(wtz)=E+3)+[(2+7)+(1+99]

= (4 + 3+ [3 + 104

=7+ 134
Luego, (x + w) + z=x+ (w + 2).
Modulativa: existe un nimero complejo 0 tal que z + 0 = 2, para todo z € C.
Por ejemplo, siz =5 + 2i,entonces: 2+ 0= 53+ 2) + 0 =5+ 2i= =z
Invertiva: para todo z € C, existe —z tal quez + (—z) = 0.
Por ejemplo, si z = 8 — 44, existe —z = —8 + 44, tal que:
z+(—z)=(8—4) + (—8 +4) = 0.

La adicién de los ndmeros complejos = = a + biy w = ¢ + di, se expresa en forma
cartesiana como: z + w= (&, b) + () = (a + ¢, & + d).



Sustraccion de nimeros complejos

Para restar dos o mis niimeros complejos se restan, respectivamente, las partes reales y i R g
las partes imaginarias. aco WS :
Surmar o restar gos o mas
Sizwe€Cconz=0+biyw=c+ di entonces,z—w={a—¢ + (b — dli ndmeros complejos es

Por ejemplo, la resta (5 + 24) — (8 + 74) se realiza asi:

B+2)—B+7)=(5—8)+(2—7)i Serestacadaparte del compleje.

Estandares Pensamiento numérico y variacional !'

equivalente a reducir -
minos semajantes en una
expresion,

ot e | Se revgelven las restas

1. Realizar la siguiente operacion
(2 — 58 — (—3 + 8) + (12{ — 9).
2—5)—(—3+8)+(12i— 9

=2-5+3—8i+12i—9 Seeliminan lossignos
de aqrupacion

= =4 3 Se reducen térrrinos
semejantes.

ztw=(—15+7)+ (11 — 33 Sesumanzyw.
= —4 + 4i Se realizan las sumas.

Luego, se obtiene z + w.

2. Encontrar z + w siz= —15 + 7iyw= 11 — 3i

3. Hallar el nimero complejo z que cumple la szigl.xic:uu:T
igualdad.

(F+4)+=z=2+7¢

Se esctibe z = a + bi.

(7+4) +(a+ bi)=2+7¢ Serempatazpoo+ bi

(F+ra)+@E+bi=2+7i Semslialawma

7ta=2 4+ 5=7  Selqualenias partes reales
girnaginanas.

a=-—5 b=3 Sedespajan gy b,
respectivamente,

Luego, z= —5 + 3.

s ; Por tanto,
z+tw=—4—4i ;i',a.l:.dimjumdb T+4)+ (=S +3)=2+7i
- J
e Propongo » . Ejercito » ' Razono
Afianzo COMPETENCIAS
= s
@ Realiza las siguientes adiciones. 78. (V45 — V-72) + (% +4/50 i)

70.(—4+5H+ 2+ 7

71 (17 — 8 + (—20 — 3i)
3 e 9&
72.(2 +4:)+( 10 + 3;)
73.(3 — ) + (=17 — 6) + (—10i + 2)

a3 (-394 (-5

4 4 3
75.(% +i)+(‘2- +%:’)+ 2
~2it+1)+ §i+('g - 2i) +16

76. »2
(2

(3 4+ @ )+ @)

' 79. Escribe los niimeros que faltan de tal manera
que cada nimero de la pieza superior corres-
ponda a la suma de los nimeros de las piezas
inferiores.

|

[-7+4] —2-: | ]
| =1 | B

@ Dctermina el valor de cada expresidn, sabiendo que

| I 1
5+21.

80. —w + (—z) 8l.z—w+v

z=5—-2iw=—3+4iv=

oninim | 71



° Resuclve las siguientes operaciones.
82.(—i+3)—(6— 3
83. (4,6 — 8,1) — (3,8 + 1,29)
84.(12 =30+ (i—13) + (1 + ) — i
8s. (V45 i—y8)+ (V=20 - i)
+ (44 5: +342)

(8- )+ B
Encuentra el nimero complejo z, en cada caso.

87.z+(3—H=4—5f

88.2i +tz=6+4i

89. (5i + 3) — 4z = —Bi + ¢ —9

I ) ORI, I8 )
90.(12-1-51) z + 8i 3 5:

91. Ubica un nimero complejo en cada circulo de
tal forma que la suma de los elementos de cada

2—52+554— 251 —44 35
5—=21+253i—2;1+ 54

@ Escribe v i la igualdad es cierta o X en caso con-
trario. zy w € C. Justifica tu respuesta mediante un
ejemplo.

2. zt+tw=z+w [:]
Bime=a=w L1

P B
9.zt (~w)=w+z D

72| o

il

94. z + w

Encuentra los mimeros complejos que cumplen cada
condicién.

96. Dos niimeros complejos cuya diferencia sea un
nimero real.

97. Dos nliimeros complejos cuyos conjugados suman

6.

) Halla tres nimeros complejos cuya suma sea igual
al conjugado del nimero complejo representado en
cada plano.

98. 99,
Eje imaginario {:
?Inugmﬁo
- Z >
izl [l
| Ejeteal
|
|

—4—3—2—1(]); I 3+

=2
A
100. Observa la forma como se construye la si-
guiente piramide. Cada ladrillo en la pirimide
se obtiene al sumar el valor de los dos que lo

sostienen,

Siz=8+ 3iyw= —10 + § determina ¢l

valor del nimero complejo x.
T - 4 — " -
l | [ 3—2i |
z+ w ‘ . ‘
z l w J 2=

) 101. Ubicalos signientes nimeros —5 — 44, —4 — 3i,
=3 = 28, =2 — &~ K1+ 242 3y
3 + 4i en el cuadrado mégico, en el cual la
suma de las filas, columnas y diagonales es

siempre igual.

Lo que viene... 0

A continuacion trabajaras operaciones con comple-
jos ¢Cuél es el procedimiento para multiplicar com-
plejos?



Estandares Pensamiento numérico y variacional !'

Multiplicacion de nimeros complejos

Para multiplicar dos niimeros complejos se realizan los siguientes pasos:

# Primero, se aplica la propiedad distributiva.

@ Luego, se resuelven las potencias de 7.

# Finalmente, se reducen términos semejantes.

En la multiplicacion de los niimeros complejos (2 + b2) y (¢ + di) se tiene que:

(@ + bi)(c + df) = ac + adi + bei + bd?
= ac + adi + bei + bd(—1)  Seremplazs ' par —1.

(ac — bd) + (ad + bo)i

Seaplica la popiedad distributiva.

Se reducen WErminus semejantes.
Sizwe€C,z=a+ biyw = ¢+ di entonces, z- w = {gc — bd) + {od + bo)i.

La multiplicacién en el conjunto de los niimeros complejos cumple las siguientes pro-
piedades.

Clausurativa: la multiplicacion de dos nimeros complejos es un ndmero complejo. Es
dexir, si z y w € C, entonees, z - w € . Por ejemplo:

(5—3i(—2—4i)) = —10 — 20i + 6i + 12 = —22 — 14i,donde —22 — 14iEC
Conmutativa: ¢l orden de los factores no altera el producto. Es decir, si zy w € C,

entonces, z - w = w * z. Por gjemplo:
Siz=3 —6iyw=7 + 2i se tiene que:
zrw=(3—6)7 + 24 wez= (7 + 2)(3 — &)
=21 + 6i — 42 — 12¢ =21 — 42i + 6i — 124
=33 — 36§ =33 — 36i
Comoz-w =133 — 36iyw-z= 33 — 364 entonces, z* w = w- z

Asociativa: para multiplicar tres nimeros complejos, se pueden agrupar o asociar de
diferente forma y ¢l resuleado siempre es el mismo. Es decir, si x, w y 2 € C, entonces,
(x-w) z=x-(w-z). Porejemplo,six =2+ 34, w=2 + iyz= 4 — i, se tiene que:

(xrw)-z=[2+3N2+ )] -(4—3i)
=[4+ 2+ 6i+ 37 - (4— 7)) Semuitiplica.
=[1+8]-(4—3
=4—i+32i— 82

Se rernplazan x, #ry z.

Se realizan las nperaciones.
Se multiplica.
=12 + 314
x(w-2)=@2+3)-[(2+70-(4— 4]
=(2+3)-[8—2i+4i— A Semultipic
=2+3)-09+ 23
=18 + 4i + 27: + 62
=12 + 31;

Se reducen térmings semejantes

Se rernplazan x, wy z.

Se realizen las operacionss,

Se multiplica.

Se reducen términos semejantes.

Modulativa: existe un nimero complejo 1 tal que z - 1 = z, para todo z € C. Por
ejemplo, si 2 = \-"'2 + 54, entonces: z+1 = (\-"2 + Si)-l =2 +5i=z

r— .
Recuerda que...

n el plano compleje,
cuando se multiptica un
namers complejo por 4
58 esta aplicande un giro
de O0F 3l punito muttipl-
cado.

Y Fje imaginatio

3| gge %

g~ Be
IS, 1234%

oisnvivae | 73



Division de nimeros complejos

: Para dividir dos nimeros complejos se multiplican el dividendo y el divisor por ¢l con-
Recuerda que... jugado del divisor. Luego, se realizan las operaciones indicadas.

Siz = @ + bs, entonces,

Engeneral, sizyw € C,conz = a + bi,w = ¢ + diy w # 0, entonces:

z _ zew _ la+bilc—di _ lac + bd) + [bc — ad)i
W wew (c+dilc—di 2+ d

zez=a +b-

EJEMPLOS

1. Realizar la division (6 + 44) + (5 — i),

E6+4)+(5—9)= 6;_-_? Se expresa la divisidn coma fracciin,

i |6+4B!!S+I! Ca rtli | |,,,v e € — i

G-9G+9 Se multiplica por el cenjugada de § — /.
< y 2
- 30 65', ze 12‘ 4 Se realizan las multiphcacionss,
_ 26 + 26§ Se raducen Erminos semejantes y se
26 rempleza * par —1.

= %' P 23 & esultado ¢ i+ hi
2% + 26 ¢ Se expresa e esultado omo g + B,

=1+ Se simplifica,

2. Resolver el siguiente problema. La impedancia es un fenémeno fisico que se des-

R cribe por medio de oscilaciones y es de gran importancia en ingenieria electrénica.
AN La impedancia afecta la corriente en un circuito y se determina mediante la fér-
mula:
I
Z= _}Ii s donde Ves el voleaje e [ es la corriente.
|4 Determinar la impedancia cuando V= 1,5 — 0,6i e / = —0,34
=_K=15—06i Cemmndazan e i (erml:
£ ' ~0.3i Serernplazan Ve Men la fdrmula.
= (1’(5_ ;’ g;j&z (;’(2:73") Se multiplica por el coajugaca de —G,31.
= 0,45i — 0,18 Se sealizan las multiplicaciones.
—0,09#*
=018+ 0,45/ Serernplaza * par — ).
0,09
_ 0,18 . 045 e S
0,09 + 0,09 1 Seaypresscomoa + b
=2+5i
Luego, la impedancia es 2 + 54
- 2
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Estandares Pensamiento numérico y variacional !'

Inverso multiplicativo @ Actividad

El inverso multiplicativo de todo complejo z # 0, es otro niimero complejo que se
simboliza 2!, tal que 2+ 27! =2+ 1 =1, Recuerda que.... \
’ Los nimercs complejos
3 : s con
‘ = ' 1 = a=bi estén relaclonados )
Siz€C,conz=a+ biyz#0 entonces, 27! = o T o acaes, s e
genes se aprecian en el

universo.

EJEMPLOS -\

1. Hallar el inverso multiplicativo de z = 9 + 84

Como z = 9 + B4, entonces, z ' se obtiene asi:

9 — 8i &
-1 — Caramnlazan 2 v b sn »—
gl = Seremplazanagybenz™".
92 e 82 P }
— 8¢ c
= Sa respalven las operacanes
145 P

_9 _ 8.
145 ~ 145°

2. Resolver cada ecuacion.

Se expresa como 4 + £,

a x(—5+4) =4— 34
=35+ 4)=4—3i
=5+ 4i) (=5 + 4)7"'= (4 — 3)(—5 + 4™

Se multiplicz por el imversy

de —5 + 4.
PPN | Sl 2} T O T U TN
x = (4 — 3)) (S5) + 42 Sehalla el inverso de —5 + 4.
N . 2
5= =20 126; _?_- 116S‘ F 125 G peglipan 35 operacionss,
x=—d2—1 Sesimplifica.
41
B SN0 . 7 TR
x 3 "k Se axpress como g -+ b,
) ST, Y b agt)
Por tanto, x i 41t
b. 2—4i =1~—3
w
Sk | PPN
= i
w
2—4i=(1—5-w Semultiphzpors
2;4' =w Sedivideentra 1 — £
J R

'%___4,;%]—_*,%2 =w Se multiptica porel conjugado de 1 — 1.

2 +2i — 4i — 4P _

- e ealizan las multiolicacicnes
w Se realizan las multiplicaciones.
12 +12 '
6.__.._.._2"— (T A R e Sl o S 2
o Tw Se reducen términos semejentes y se ramplaza 7° pur
3—i=w Se axpresa comoa + bi.
- J
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Afianzo COMPETENCIAS ) interpreto « ) Argumento & Propongo @ Eercito ) Razono ) Soluciono problemas

€9 102.Numera de 1 a 4 los pasos que se deben seguir
para multiplicar nimeros complejos.

| | Expresar los factores de la forma 2 + bi.
‘ Remplazar las potencias de £ por — 1.

‘ Multiplicar los nimeros complejos apli-

" cando la propiedad distributiva.

| Reducir términos semejantes.

Realiza las siguientes multiplicaciones de ndmeros

complejos.

103. (4 + 54)(8 — 3i)
104. (3 — 20)(65)

105. / —12-/18 /=75
106. ( +5:)(4 + 20

107. (—7)(3 + 34)

i1
109. (1 — H)(8 — 2i)

110. 7]1 H—80)(74)

Rt o] 3 GORERY
111. 7:(2 5:)

112, 5:'(—7 + --‘»55 sX‘S j

a Resuelve los ejercicios 113 a 116 con el siguiente
proceso. Realiza el producto de cada par de nimeros
complejos. Luego, representa grificamente el resul-
tado en un mismo plano.

(—5 — 204, (—5 — 2i)A,
(=5 — 292, (=5 = 25
113. Nombra los puntos de cada producto P, Q, Ry
S, respectivamente, y ubica el punto A en (0, 0).
114. Determina el dngulo que hay entre los lados AP
y AQ, AR y AS.
115. ;Cuil es la potencia de § para la cual los productos
en cada una de las muldplicaciones no cambia?
116. Determina la regularidad que hay entre los
puntos P, Q, Ry S.

76| ountusmne

n 117. Completa la siguiente tabla teniendo en cuenta

que:

z=—3+i;w=§-'7i,

yu=7-43
= TE R 5 s 54
>4 2=7i 3 i s
z
h
L ow
} i
u

u Divide cada par de nimeros complejos.

118 24 124, 217
pag 125, 24
120. »-"; 16 <= +
121. :; * ;: raz, A=t
122 3= 128,
i 129. {52;—‘3’

@ Calcula el inverso multiplicativo de los siguientes
nimeros complejos.

130. —3 + 4¢ 133. 4 — 3¢
131.7 + ¢ 134. 23 + 6/
132. —4 + 12§ 135. 17 — 134
) Determina el nimero complejo z, en cada caso.

136. (-7 + ) -z=7
137.2- (—5+4) =4 — 3i
138.(6 + 71) -z = 3{

140.(—-5' +-%x =(—110i— 4)‘2
.32



Determina el valor de cada expresién, si z = 6 + 2i,
w=21—§v=271

142. % — 145. —%~ +
w wt =z
143, K=zt 146, H=K 4
—w wt z
144, - 147, —%—  —¥
o wt =z v ow

@ Escribe V] si la afirmacién es verdadera o F si es falsa.
Justifica tu respuesta con un ejemplo.
148. El inverso multiplicativo de todo nimero com-
plejo siempre es un nimero complejo. ()
149. El producto de dos nimeros complejos es siem-

pre un nimero complejo. ()

150. La division de todo mimero complejo por su
conjuga.do es 1gu.{l al.( )

151. Un nimero complejo elevado al cuadrado siem-
pre es igual 2 un nimero real. ()

Encuentra el factor desconocido en cada una de las

expresiones.

2 — 44
152. 2

—]

=
153, s

C—1_
"9+ 2

=1-i

154

o L

il Y (8
155 At =]
2
156. i = T+ 2
=2=2i _

—

158. Encuentra el error que se cometié en el si-
guiente razonamiento. Explica tu respuesta.

-2)-(-2) =4

V=2)-(-2) =/4
V-2 /(-2 =2
V22 =2
V2)-i2=2
2-(-1)=2
-2=2

157. 3i—12

Estandares Pensamiento numérico y variacional !'

159. Ubica los signos +, —, X y = para que la igual-
dad sea correcta.

12:)_|6[ ]3] 4l ]si=20+5i

a 160. Determina el nimero complejo = para que la
siguiente igualdad sea vilida.
2+dz-2—H=10— 4

@ 161. Halla o valor de 2 para que el siguiente co-
ciente corresponda a un imaginario puro.

(3 + 2:)(a + 39
(3 + 1)(2¢ + 1)

a 162. Determina seis expresiones para completar el
tridngulo, de manera que el resultado de las

operaciones por cada lado sea el mismo.

eRcsuelvc.
—hY9 13 17
halla ¢l valor de (C + 4) + 5.

164. Calcula el valor de P27, si

P=“—')6(lii"')(‘lii"2X1E5—3)

165. Determina la impedancia, Z, mediante la for-

mula§= II/,cuandoV=g - 130:'c
I= 10

166. Utiliza la expresion Z =¥, para hallar . Si

=3 { v =8—2
Z 2+81)V s " 70

En un circuito, si las inductancias se encuentran en
paralelo, la impedancia total estd determinada por la
siguiente formula,

_ 4z
= Z 4z
167. Encuentra ZpysiZ, = 4+ iy Z, = —6 + 24

168. Halla Z,,si Z, = —= +4 y 7, =§ - 9i.
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. . Enlace web
Norma de un nimero complejo m -

La norma de un niimero complejo es la distancia del punto que representa al ndmero

complejo hasta el origen del plano complejo.

7 Eje imaginario

b o (@b)

3 // En la figura se representa el nimero
s/ Eje real complejo z = 2 + b y la distancia del
- = +%  punto (g, b) al origen.

.

Aplicando el teorema de Pitdgoras se tene la expresion para determinar la norma de un
niimero complejo asi:

La norma del nimero complejo z = o + bi, que se simboliza/ z|,es

2l =y a* + b
EJEMPLOS ~

1. Hallar la norma de cada niimero complejo. Luego, 2. Calcular la norma del nimeroz = —5 + 6iydesu
realizar la representacién en el plano complejo. conjugado. Lucgo, realizar la representacion grifica.
a8 z==4—74 Primero, se halla la norma de z = —5 + 6/ v su conju-
2| =vV42+ (—1)%  Seemplaznayd. gado urt |
i = -S4+ 6- = | =8 — 6
=v16+1 Se realizan las oparaciones, = : 2 g 5 ? b
=417 Se ubtiens la norma, =g (=¥ & =y (=512 +(—6)*
B =425 + 36 =25+ 36
w| =+ (—3)* + (—4)* Seremplazanayb. =/61 =61
=J9+16 Sa realizan las operadones. Por tanto, la norma de un ndmero complejo y la norma
=25 G Hiovie 1 et del conjugado del mismo ndmero complejo son iguales.
= La representacion grifica es:
);? Eje imaginario ;.' Eje imaginario
, S
2> -
,
L Eje real " il Eje real
S VU VY W V— — - ! AT TP - ST TS O o | T il sl TP
—5—4—3—2—1,02 2.3 4 5=x —S—4-B-02=30 1 2 B 8 5%
- - > -
| z
- ! —i
_z p .‘ —6
w | | i
.
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Estandares Pensamiento numérico y variacional I'

Afianzo COMPETENCIAS

" Interpreto « !? Argumento « 6 Propongo « . Ejercito » o Razono

¢) Halla la norma de los niimeros complejos que estin

(D Escribe V, si la afirmacién es verdadera o F si es falsa.

Justifica tu respuesta.
189. La norma de un ndmero complejo & un nimero
complejo. ()

190. La norma de un niimero complejo es la menor
distancia que hay del punto dado a un punto
cualquiera del plano complejo. ()

191. La norma de un niimero complejo siempre es un
nimero real positivo. ()

Escribc = o # segin corresponda, teniendo en

cuentaquez =3 — 4, v =8 — Siyw =5 + 124

192. |z + w|[ |5 197.|z- w|[ |30

193.[v+ w—4[ |11 198.|-z+ [ |17

194. [w-o|[ ]10 199. |w + A[ ] 100
195. [0+ £[ ]5 200. |0 + 2 - [uf [ ]150
196. o+ 2| — |wl[ |1 201z of + Juf[ 60

representados en cada plano.
169. 172.
o Eje ' Eje imaginario 7z
z l imaginario 12 (|
. 10
\\ 2r 8
\\ 6
N[ Bermll |
EEETLEEE
-k Eje real
‘% "0} 1 23 45 6%
170, 173.
Eje imaginatio * Ej
|-5V> e pagna i g‘i[:::uginuﬁo
1+ b
0,5+ i 3-
- L s e e R N 2~
0™3.23 $§5 5N \
-0.57 ~ " e real
b { . B
bl Lz i R
171, 174.
» Eje » Eje imaginario
47 jmaginario T
2T Benal 2 Eje real
321 ) 2 0% |[SJoSd 29 % 5=
— —2%
it i
=6+ —6r z
78 —8-

a Calcula la norma de los siguientes nimeros com-

plejos.
175. 6 + 4i

176. —12 — 5:

177.1 + &

1
4

Lo

178. 16°¢

+
179. =24
180. —i

181. ¢

182.—1+%i
183.—3—:'
184.7i
185.5 — 3i
186. 6 + 6i
187. —%+i
188. —7_,’; + 4i

G Encuentra un nimero complejo que cumpla con las

siguientes condiciones.

202. La norma sea la misma del nimero complejo
4 — 6i.

203. La norma sea mayor que 3.

204. La norma sea mayor que la de — 2 i

9 Resuelve teniendo en cuenta que

u=6—7hv=—11+5w=5+ 8i

205. Si x = %, halla la norma de x.

s

206.5i y = —-'Ll, halla la norma de y.
v

207. 8i z = % halla la norma de =

| w

208. Formula una conclusion sobre las normas de x,
Yyz

#9209. Resuelve.

Determina la norma de la impedanda, Z, si
Z =Y cundo V=12+5ieT= ~3 + 4.
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NUmeros imaginarios
®) Escribe las siguientes raices como nmeros imagi-
narios puros.
210. ¥ —81 = 212. %J —144 =
211, 7/ -4 = 213. =3/ —96=—__
’ Simplifica cada expresion.
214, PHiS=___
215. 7 =
216. 4(")3 — -’” =
217. 35 + 6P — 9 =
NUmeros complejos

. Identifica en los siguientes nimeros complejos la
parte real y la parte imaginaria.
218. —4+y —10

Parte real Parte imaginaria
219. 5 _ /- 121

7
Parte real Parte imaginaria

220. —-%JTSTO +4—8

Parte real Parte imaginaria
221. 7 + —‘3‘./ -5
Parte real Parte imaginaria
@9 Escribe en forma binomial el nimero complejo
representado en cada plano complejo.
222. 223.
.L Eje imaginario { Eje imaginario
i z . Eje ral
X z —2-io 1234z
Eje
a_o 4 - 44~ ; —_2-
Pol i 58S K|
—2 L4 &
( 7 I ¢ )

@ Representa, en tu cuaderno, cada niimero complejo
y su respectivo conjugado, sobre el plano complejo.

: e Tl AT

224, 4 + § 228. 4+31
225, —1—3i 229.——‘;—;
_Eg 7 g
226. 12 — 9: 230. 4+51

i _qd
227. 6 — 2i 231. 2»6+3,

9 Efectia y simplifica.
232. (5+8)+(5—89)

233. ~B3-9+ (66—
234.

4—39—F+12)

235. (7 +49)- (8 —5i)

236.

(3-— :‘J’(% * 3i)

237. -+ (:.;,2 +94)

c

1

I

|l

I

L

|

l_on o n

0

_1

|l

|l




Estandares Pensamiento numérico y variacional

9 La siguiente grifica muestra los puntos del plano
complejo que tiene la forma z = 2 + 44, en la cual
a€R.

! Brimgoto

3

2

I B sl
R e R e 4 | . ) | -
"5—4—3—2—12 ] 208 & S

—N

—3

—4

Representa en el plano complejo los siguientes

conjuntos de puntos.

238. z =a— ai

239. z = —a+ ai

¥ Realiza las siguientes o nes.
X §!
.3'92 =
Z 3 . U
241 (2 l)+(3 Sx)—
3 I
2 _3-6h "

243, (-2+3)( 3 - *;f)=

S _167) _
244, (2 31) (2 + 5=
S 8 e
245. ~G-6) +3 + 7i=

P Calcula las siguientes expresiones teniendo en
cuentaque w = —2 + 34,z = —4 + 6i.

246, z—w=

247. zow =

248. z-w=

249. 2rw + w=

250. ¥ =
z

251. z + w=

% Halla Ia norma de los siguientes nimeros com-
plejos.
252. (3 + 44)

253. (—2— 59

254. (-8 ++—1)

255. —(

|

|
S|
e

\

«| 81



PROBLEMAS PARA REPASAR

Un profesor califica utilizando los nimeros complejos.
A continuacion se muestran las calificaciones de tres
estudiantes.

G

 Diana 5+ 3i 3+i | 4+5i |

Juan 10+20i | 80+70i 60+ 40i
Luisa 70+ 80i | 100 +70i | 10 +30i

. L

Para determinar el desempefio final de cada estu-
diante, el profesor suma las tres notas y divide el re-
sultado entre tres. Luego, halla la norma del resultado
y asigna una letra de acuerdo con la siguiente escala.

100290 | Excelente (E) |
| 89285  Sobresliente ()

| 84275 | Aceprable (A)

. 74a0 J Insuficiente (1) J

(Cudl es el puntaje de Juan?
(Cémo se evallia su desempeiio?

Comprende el problema.

;Cudles son las preguntas del problema?
:Cuil es ¢l puntaje de Juan? ;Como se clasifica su desempeio?

Elaborar un plan y llévalo a cabo.
Primero, se determinan las notas de Juan.
Las notas de Juan son 10 + 204, 80 + 70iy 60 + 404
Segundo, se suman las tres notas y luego se divide entre 3.
(10 + 204) + (B0 + 704) + (60 + 405) = 150 + 1307

150 +130: _ 150 _ 130 . _ 130
= = i=350+ i
3 3 3 3
Tercero, se calcula la norma de 50 + —l‘g‘Qi.

|50+ 1304 = Ss0)2 + (130) = 66,16

Verifica y redacta la respuesta.

Al revisar las operaciones y observar los rangos de la tabla, se puede concluir que ¢l puntaje de Juan es de
66,16 y su desempefio se evalia como insuficiente.




Lee y responde las preguntas 256 a 260 con base en la
siguiente informacion.

Se produjo una fuga de material radiactivo en una
central nuclear. La cantidad del compuesto radiactivo al
momento de la fuga era 18 X 10254 — 12 X 10" #¢+2
microgramos, donde & es cualquier nimero entero. Se
sabe que cada afio dicha cantidad del compuesto se
reduce a la mitad.

256. ;Qué cantidad de compuesto habri después de un
afo?

. ;Qué cantidad de compuesto habri después de

cinco anos?

. ;Cudl es la diferencia de compuesto desde que se
produjo la fuga hasta pasados cinco afios?

. ;Qué cantidad de compuesto permanecerd en el
ambiente después de 1.000 arios?

. Expresa la cantidad de compuesto que habrd
después de m anos de iniciado el accidente nuclear.

Lee y resuclve los ejercicios 261 y 262 con base en la si-
guiente informacién. Un fractal es un objeto geométrica
cuya estructura bdsica se repite en diferentes escalas. En
muchos casos, los fractales pueden ser generados por un
proceso recursivo capaz de producir estructuras autosimi-
lares independientemente de la escala especifica.

Un ¢jemplo de este hecho se observa en el fractal de
Mandelbrot y el fractal de Julia

Los fractales de Mandelbrot se generan al aplicar un
proceso iterativo, es dedir, repetitivo de la expresion, cuya
forma es 2* + ¢, donde z y ¢ son nimeros complejos, =
varia y ¢ permanece constante.

Asi, si el valor inicial de z es 20, se tiene que z =zt
y cada resultado se utiliza para el cilculo siguiente, y asi
sucesivamente.

P =z,2 +c

n=z+tc

=z te

261. Dada la expresion z, = z -1 + cdonde zy ¢ son
1

nimeros complejos y ¢ = 2

valores para z, = 0, z, =

262. Sobre ¢l plano complejo, grafica los resultados del
ejercicio anterior. Une los puntos en cada caso.




m Y esto que agrendi‘ ipara gué me sirve? .

..Para entender los factores que Galerta e

- . -~ mwm
influyen en a recepcion de senales.

En electricidad es necesario utilizar los ndmeros com- ’ )

plejos para estudiar fenémenos sinusoidales, los cuales T weeee P V" osiaass

se presentan en la emision de sefiales eléctricas. £ N\ -

En la recepeidn de las sefiales se aprecia el estudio de los V mix -.,.;”...

fasores, los cuales ayudan a conocer las interferencias, f \
- . . . ’ \
mejorando asi el proceso de emision y recepcion de / '

datos usado en las telecomunicaciones. t
) $
-1 - .- s r | |
Cuando se utiliza corriente alterna AC en la emision \ /

de sefiales, se puede definir la potencia compleja S, ,
teniendo en cuenta que la corriente se mueve en dos di- \
recciones. Entonces, para minimizar errores en la sefial . \
recibida, se debe tener en cuenta no solo la potencia real
P sino también la potencia reactiva Q) que es la parte
imaginaria de la potencia compleja.

La expresion que representa la potencia compleja en-
tonces ¢s:

§=P+jQ

Noétese que la parte imaginaria es representada con
la letra j. Esta notacion es usada en ingenierfa y tele-
comunicaciones para distinguitla de la intensidad de

corriente §.

Lo anterior se aplica en téenicas de andlisis de circuitos
resistivos para analizar circuitos AC de una sola fre-
cuencia que contienen resistencias, bobinas y condensa-
dores. De igual modo, los circuitos AC con mas de una
frecuencia o con diferentes ondas pueden ser analizados
para obtener tensiones y corrientes, convirtiendo todas
las formas de onda en sus componentes sinusoidales y

analizando después cada frecuencia por separado.

1. Ubica en el plano complejo las siguientes potencias 2. Encuentra la potencia compleja resultante de las

complejas. siguientes potencias.

a 4+73 a P=3+2yQ=8—,3

b- 25 _j6 b- p - 25)3 —134)2 ) 2 Q= 35)2 +j45)6?

¢ 31+ 18 e P=1234+ 5541y Q= 56,78 + ;33,22

d 195 + B85

84| orantnian



Trabaja con Microsoft Mathematics

Objetivo: aplicar los conceptos estudiados acerca de los ndmeros complejos, come ferma binomial de un com-
plejo, operaciones con los ndmeros complejos, conjugado de un ndmero complejo y norma de un complejo.

(=) x

Descripcién: expresar un nimero complejo en forma binomial, hallar [z adicidn, sustraccién, multiplicacidn y

division entre ndmeros complejos. Dado un ndmero complejo, encontrar su conjugado y calcular su norma en

el programa Microsoft Mathernatics.

Para acceder a Microsoft Mathematics, ingresa
y descarga el programa en www.microsoft.com/
download/en/search.aspx?q=Math

€ Haz clic en Microsoft Mathematics.
@) Observa la ventana que se despliega. Luego,

selecciona la opcion Numeros complejos,
como se muestra en la ilustracién.

9_—.:.4.--‘_ ’_ r—n——] - S &

® Identifica en la calculadora la herramienta Nu-
meros complejos y las opciones >rectangula-
res y conjugado.

[ 4] Expresa un nimero complejo en forma bino-
mial, como sigue.

Seleccionala herramienta >rectangulares. Lue-
go, escribe la expresion —4 + ' —121 y, final-
mente, haz clic en Entrar, como se muestra en
la figura. Verifica que el resultado sea —4 + 114

toRect(-4 + «121 ] S

=

© Determina el conjugado de los siguientes nui-
meros. Para ello, utiliza la opcion conjugado, de
la herramienta Nidmeros complejos.

a. 8+5i e —v—2—i
2 _ 3. _J1éo
b. -3 a d. 9! /169

0 Realiza operaciones entre nimeros complejos.
Primero, escribe la operacion indicada. Luego,
haz clic en Entrar en la parte inferior. Observa
la suma (10 + 6:) + (5 — 7{), como se muestra
en la figura. Confirma el resultado en la Hoja de
calculo del programa.

i o Cacride sna scprdds ¥ lusgo hags cic an Datrar,

® Realiza las operaciones mediante Microsoft
Mathematics.

a. 3—3—4)
b. (—4+ 484+ (108 — 771)

c. (5+ 44
d. 2tai
6+ 7
e. (B+5)X(3—4)

) Selecciona el valor absoluto de un nimero en
la calculadora [x]. Luego, introduce el nimero
complejo 5 — 4¢ para hallar su norma. Observa
como se escribe el nimero.




4

Estandares: pensamientos numérico Lo que sabes...

y variacional 1. Escribe las coordenadas de los vértices del si-

guiente cuadriltero.
=» Tu plan de trabajo... _

# Reconocer cuando una relacién es funcion, 3 \
sus elermentos y su representacion grafica. f =
5 G SN =
# |dentificar las caracteristicas de una funcidn lineal. Ll -
- ' -
2 Encontrar |3 ecuacién de una recta dadas ciertas —4-3 ‘2—'_‘:. 1 2 3 4«
condiciones. I
= Resolver sistemas de ecuaciones lineales 2 X 2 _; \
y3 X3 1
[T a1 11:1 Libromedia o 2. Halla el valor numeérico de las siguientes expre-
: sionessia= —5,b=2yc=4
Evaluaciones: :
: a. 3b—2a + 5¢ C. 13a+b—7c¢
v De desempeiio
L ~ ; b. —c+b—8 d. 6b — 5a + 9¢
U 9 Multimedia 1 Audios
1 Calaii 8 Imprimibles 3. Despeja la incdgnita que se indica en cada caso.
m 5 Actividades = 2 Enlacesweb a. 10x + 3y =5, despejar .
m —1

b. = n + 2, despejar m..

3



\\' Y esto que vas a aprender,
ipara qué te sirve?

.. Para entender [a oferts,
la demanda y el equilibrio
de mercado en economia.

El mercado estd constituido por vendedores y com-
pradores. Cada uno de ellos tiene sus expectativas
de produccion, es decir, Ia cantidad de bienes o ser-
vicios que los vendedores estan dispuestos a ofrecer
{oferta) y la cantidad de bienes o servicios gue los
compradores estan dispuestos a adquirir (dernanda).
Estas expectativas generan las funciones de oferta
y demanda, que en algunos cases estén represen-
tadas por gréficas lineales o cuadraticas.

# Lee mds acerca de este terna en la pagina 126.

)

© Cronologia de los sistemas
de ecuaciones lineales

Egipto. Se plantean
ecuadanes lineales a
partir de problemas
como “Un mowtdin més
un séptimo ded mismo
esigual 2 24", donde la
. palabra montdn Indica
) la incognita,

" China, Enel libro B arte
matemdtico se resuelven

Babllonia. Se resuelven




1. Funciones

Las funciones permiten representar, modelar v describir situaciones del mundo real, ya
sean fenomenos fisicos, econémicos, biolégicos o demogrificos. Por ejemplo, conacer
la variacion del precio de la moneda en un periodo de tiempo ayuda a predecir el valor
de una accién de una empresa en la bolsa de valores.

Ampliacidn
multimedia

1.1 Concepto de funcién

Si se conoce |z variacién del

precio de la moneda, se puede
precedr el valor de fa accidn de
una ermnpress en determinado

Una funcién es una regla o correspondencia que asigna a cada elemento de un
conjunto A uno y solo un elemento de un conjunto 8.

Las funciones se simbolizan con letras mindsculas tales como £ g, 5, entre otras.

Asi, para notar la funcién fdefinida del conjunto de partida A en el conjunto de llegada

Ademis, si x € Ay y € B, la expresion flx) = yse lee “efe de xigual a 57, se interpreta asi:
El elemento x € A estid relacionado con el elemento y € B por medio de la funcién f
La imagen del elemento x por la funcion fes el elemento 5.

Una funcién £ A = B se puede representar mediante un diagrama sagital como el de

1.2 Elementos de una funcion < [EX e

En una funcion £ A — 8 se distinguen los siguientes elementos:

= Dominio: es el conjunto de partida de la funcidn, se simboliza Dom .

periodo de tiempe.
B, se escribe
F A~ Byselee “efede Aen B,
la figura 1.
fA——— B
x y= A2
" ¢ = flm)

# Codominio: es el conjunto de liegada de [z funcién, se simboliza Cod £

# Rango: es el conjunto formadoe por los elernentos del codominio, que son la
imagen de los elementos del dominio, se simboliza Ran £

Figura 1. Diagrama sagital
de la funcion fque se define

dedens xEDomfnyRanf.

# Grafo: s el conjunto formado por todas las parejas ordenadas (x, ¥) tales que

EJEMPLOS

1. Una muestra de oxigeno ocupa un volumen de 15
litros a la presidon normal de 1 atmésfera. La rela-
cién entre la presion y el volumen se muestra en la

siguiente tabla.

\

Describir los elementos de la funcién volumen en tér-
minos de la presion.

Los elementos de la funcién fson:
Dom f={1,2,3,5, 10}
Cod f= {15,7,5, 5, 3, 1,5}

Ran f= {15,7.5, 5,3, 1,5} ::T,:Lj_gi:mm def conjunto
Grafo = {(1, 15), (2, 7,5), (3, 3).(5, 3),(10, 1,5)}

San los elementos del conjunto 2 las parefes (x, 4.
=

Son los eements de .

Son les elementos de K.




Estandares Pensamientos numérico y varacional l '

i 2. Realizar el diagrama sagital de cada relacién. Luego, determinar si el grafo c:m'lts—1
ponde a una funcién.

P=1{2,4,6,8t g={(2,m), (2,n), (6 n), (8 k)}

Q= {m,n, I} h = {(2, m), (4, n), (6, n), (8, k)}

Los diagramas de g v & son:

£
Pf--' --"QQ

El grafo de la relacién g no es una funcion ya que al elemento 2 € P le corresponden
dos imdgenes m y n. Ademis, ¢l elemento 4 € P no tiene imagen y todos los elementos
del conjunto de salida deben tener imagen.

El grafo de la funcion 4 s es una funcién ya que a cada elemento de 7 le corresponde

uno y solo un elemento en Q.

\ J
Da to +{@ Ejercito « @) Razo
Afianzo COMPETENCIAS i S Oios @ s
‘) Resuclve y explica. . Encuentra el dominio, codominio, rango y grafo de
cada funcién.

1. ;Qué es una funcion?

2. ;Cémo se simboliza una funcién? 12. 1.

A ——s B gA ——= B

3. Ladiferencia entre el codominio y el rango de una
funcion.
4. ;Toda grifica en el plano cartesiano es una fun-
con?
5. En una funcion, ;todos los elementos del con- ;
junto de salida pueden tener la misma imagen?
ﬂ Representa en diagramas sagitales los siguientes

grafos. L , determina si d
ﬁmcmmlwgo SO OTAT e Determina si las relaciones son o no son funciones
definidas del conjunto A = {0, 1, 2, 3, 4, 5} en ¢l
6- {(2‘ l)- (2) 2)) (4) 2): (4) ])s (4' 4)} conjuntn B = {0, l, 2, 3; 4; S, 6, 7: 8) 9; lo}'
% B0 G50k 14. A cada elemento de A le corresponde su doble en
B.
8. {(0,0),(1, 1) (2 ¥2)(3,V3), (4, 2)}
3 15. Cada elemento de A se relaciona con su cuadrado
9. {(_ _3 . ( 4}» 2’_ } en B.
Ak 1 2 1y (1 2 16. Cada elemento de A se relaciona con su cantidad
o {( ]) ( ) (4 2) (2’ 2)} de divisores en B.
11 {(1) 0): (]) 5)) (l, 6)9 (l. 7): (]! 3)! (2) 2), (zp 3)} 17. Cada elemento de A se relaciona con 5 en 8.

o | 89



1.3 Representacion de funciones s BID womtte

Para representar una funcién se puede utilizar la forma verbal, la formula, la tabla de

valores y la grifica.

% Forma verbal: ¢s la relacion entre las variables que se realiza por medio de un enun-
ciado, es decir, una descripcién con palabras.

= Férmula: es la expresion algebraica de la funcién. Esta expresion se simboliza y = f{x)
donde x es la variable independiente y representa los elementos de Dom f{ y yes la

Matematicamente variable dependiente que representa los elementos de Ran f

A— ' # Tabla de valores: es un arreglo con dos filas, en la fila superior se ubican los valores

que toma la variable independiente y en la fila inferior se ubican los valores que se
obtienen para la variable dependiente.

{Pueden des funciones
tener el mismo dominia,
codominio v rango pero

diferente exp[esién a'ge. 2 Grdfica: es un dlagmma .\agiml O un diagmma cart:sianu, en el cual se ubic:m los
\bmca? elementos del dominio en el ¢je horizontal y los elementos del codominio en ¢l ¢je
vertical.

EJEMPLOS a

1. La presion dindmica del aire depende de la velo- 2. Representar, por medio de una tabla de valores, y por
cidad y la densidad del aire, mediante la expresién formula, la funcion g dada a partir de su representa-
q=’;pvz.chmscnmcnlambladcvaloruycn sl can sHagnuma aagial.
forma grifica la funcion g, si p = 1,2 kg/m? y los
valores para v son 0, 1, 2 y 3 metros por segundo.

Para realizar la tabla de valores de la funcion g se

determinan las imdgenes de cada elemento por medio de

la formula ¢ = ; po?, asi:

¢m=%4gﬂm=o

g(1) = ; +1L,2+(1)*= 0,6 Primero, se determina en qué conjuntos estd definida la

@=4:1,2:(22=24 e

Bl o A=1{-2,0,2}y

4(3) = ;-1,2-(3)’=s,4 B={-3,-2,-1,0,1}

Por tanto, la tabla de valores es: Segundo, se ubican en la tabla de valores los elementos

- " . ‘ de A en la primera fila y sus respectivas imigenes en la
v 0o | 1 | 2 | 3 ] segunda fila.
g o | 06 24 54 | ——
I % -2 | o0 2
La grifica de la funcidn g4 es: ;
» 8(3') 1 J _3 1
N\ ‘ 5= ”,r".
N\ 4 7/ Finalmente, la expresion algebraica de la funcion g se
AN 3 / determina por la relacion entre cada elemento de x y su
\\_ 24 A respectiva imagen.
N Ast, la formula de la funcién es glx) = 22 — 3.
SESE IR EESE
g J




Afianzo COMPETENCIAS

Estandares Pensamientos numérico y variacional E.]'

O Interpreto RN Argumento .8 Propongo-‘ Ejercito -a Soluclono problemas

(1) Responde cada pregunta.
18. ;Cuiles son las formas de representar una fun-
cion?
19. ;Cémo se obtiene la formula de una funcién a
partir de su grifica?
20. ;Para qué valores esti definida la funcidn

fl) =+ 2% 2

O Construye una tabla de valores para cada funcidn, a
partir de su representacion grafica,

21. 22.
b E
10+
84 -
- . 8.
61 / .
‘ &
44 -
4
24 <
4 } 2+
o] 2 x B Y 5 T
AL MT] T %
4 1 e
_41 -
_4: .

. Determina cudles de las signientes relaciones repre-
sentan una funcién. Justifica tu respuesta,

23. Un nimero real y su logaritmo.
24. Un niimero negativo y su cubo.
d Expresa.
25. De diferentes formas, la funcién que a cada ni-

mero le hace corresponder su cuadrado menos
tres.

26. De forma algebraica y mediante una tabla de
valores, la funcién que asigna a cada niimero su
cubo menos dos veces su cuadrado.

a Realiza las tablas de valores y representa en el plano
cartesiano las signientes funciones.

27.y=2x—5 30. h(x) =y x—1
28. flx) = 222 31 j(x) = 22 — 2
29.g(x)=;x+3 32 k() = —x2—x— 1
) Realiza lo indicado.
33. Escribe tres situaciones que involucran ¢l estudio
de funciones.

34. Propdn una funcién que tenga representacion gri-
fica, pero que sea imposib]c conocer su formula.

35. Determina la formula de una funcion donde el
rango corresponde a un dnico elemento.

a El movimiento de una particula se describe por
medio de la signiente tabla de valores:

Tiempo '

0 1 2 3 4 5
segundos , |
e > | 5| ¢ ’ 8 10| 12

cm !

36. Realiza la grifica que describe ¢l movimiento de
la particula.

37. Encuentra la formula que describe el movimiento
de la particula.

38. ;A qué distancia estard la particula después de 10
segundos?

39. ;Cudnto tiempo transcurrio si la parn'cu]a s¢ en-

cuentra a 18 em del punto inicial?

@ Sc midic la temperatura de un aula de dases durante
6 horas y se construyd la siguiente tabla con los re-
sultados.

Hora 1|2]|3|4|5]|6
Temperatura

= 1 18 24 22'21 16
(°C) 2

40. Realiza una grifica asociada a la wbla que se

muestra.

O »~|9]



El #érmino *funcién® apare-
ce por primera vez a finales

el siglo XVIl mencionado
por el matemdtice Johann
Bernoulli. Sin embarge, no
es sino hasta 1748 que
Leonhard Euler Introduce
un concepte de funcién
en su libre Intreduccidn al
andlisis infinito, donde |2
define asf: *Una funcién
de una cantidad varlable
es una expresién analftica
compuesta de cualquier
manera a partir de la cantl-
dad variable y de nimeros
o cantidades constantes’.
Cen el tiempo esta defini-
cién se fue modificando
hasta cbtener la gue cono-

\cemos hoy dfa.

92| orewrmians

D &

" X dd Re Enlace web
1.4 Funciones de variable real mameds mume

Una funcién fes una funcidn de variable real cuando su dominio y su rango son
el conjunto de los nimeros reales o son subconjuntos del mismo.

En las funciones de variable real no es posible indicar todas las parejas ordenadas que
constituyen una funcién real, por tanto, se utiliza la formula y = flx) para referinse a
estas funciones.

La grifica de una funcién real fes el conjunto de puntos (x, y) del plano cartesiano cuyas
coordenadas satisfacen la formula de la ecuacidn.

Como no es posible representar todos los puntos en la grifica de una funcion, entonces,
solo se ubican algunos de ellos y se unen mediante un trazo continuo, teniendo en cuenta
los valores para los cuales la funcidn estd definida, es decir, que pertenezean al dominio
de la funcién. De esta manera se obtiene ¢l bosquejo de la grifica de una funcion real.

EJEMPLO

\
Realizar una tabla con algunos valores para x. Luego, trazar la grifica de la funcién
flx) = 28 — 5.
Primero, se elabora la tabla con algunos valores reales.
Luego, se traza la curva a partir de los puntos obtenidos.
Para la construccion de la tabla se evalda la funcién para los valores indicados. Asi:
Six= —2, suimagen es f{—2) = 2(—2)} — 5 = —21.
Sizx=—1,suimagenes {—1) = 2(—1)? - 5= —7.
Six = 0, su imagen es f{0) = 2(0)? — 5 = —5.
Si %= 1, su imagen es f{1) = 2(1) —5=—3.
Six= 2, suimagen es {2) = 2(2)* - 5= 11.
Por tanto, la tabla de valores de x = —2, —1,0, 1 y 2, y ¢l bosquejo de la grifica de la
funcién son:
N
x flx) |
20+
=2 —21
N |
| ) 10f | |
0 =5 | [ 1 ,"" ]
1 _3) -4 -3-2-1 "‘l 2 3 4=
2 | 1 {.--’-no-]
[ =200
\. J




Recurso
Imprimible

Método grafico para identificar funciones

Estandares Pensamientos numérico y variacional ! '
m Enlace web

Para comprobar que una grifica describe una Funcum, se trazan lineas rectas verticales
¥ se verifica que cualquier recta corte la grifica de la funcién mdximo en un solo punto.

En el caso de que una recta corte a la grifica en mis de un punto, se afirma que la grifica

no corresponde a una funcion.

g EJEMPLO

» >
< - 4
> '«.,f L R ".‘
- ". L e e 2 " . 2l -
\ x
o-g—4—4 K L \
\
- / 53 \ |
- |
- e |
= 5 - \ f
\ I‘
4 i /
’ . -

imagen.

Determinar si las siguientes graficas representan funciones o no.

Las grificas de f'y / no son funciones ya que al trazar una linea vertical esta toca a las
curvas en mds de un punto, en este caso, cada elemento del dominio tiene mis de una

La grifica de g representa una funcion ya que la linea vertical la toca en un solo punto,
es decir, cada elemento del dominio tiene una y sola una imagen.
3

- et

»

i) Interpreto « 1? Argumento » 9 Propongo « . Ejercito « . Razono

Afianzo COMPETENCIAS

nkuliulagréﬁcacnclplano cartesiano de cada una
de las siguientes funciones.

41. Una funcion de dominio los ndmeros reales posi-
tivos.
42, Una funcion de dominio los ndmeros reales ne-
gativos y rango los niimeros reales positivos.
43. Una funcién de dominio los nimeros reales y
rango los ndmeros naturales.
\) Determina cudles de las siguientes graficas corres-
ponden a funciones. Explica tu respuesta,
44, : 46. »

"

[

|

&
“r

@ Reatiza las grificas de las siguientes funciones segin
los valores dados para .

48.y=x+4x=—5,—4-3,-2,—1,0.
49.f) =2—-35x=-2,—-1,0,1.
So.g(x) =x2—-Lx=-3-2,-1,0,1,23.

51. h(x) = —';'x; x=-3,3,6,9.

Si flx) = {x—5 responde.
52. ;Cudl es el dominio de /2
53. ;Cuil es el rango de f?
# Encuentra una funcién de variable real que repre-

sente cada situacién. Luego, determina el dominio y
el rango de cada funcién.
54, Un automévil avanza 60 km en una hora; 120

km, en dos horas; 180 km, en tres horas.

55. Por una hora de Internet Luis cobra 1.500 pesos;
por 3 horas, 4500 pesos, y 9.000 pesos, por 6
horas.

o | 93
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z 2 3 : Re
1.5 Funcion lineal y funcion afin e
Ampliacidn
Funcién lineal multimedia
v Toda funcién de Ia forma y = mx, donde m es una constante diferente de cero, es
J/ una funcién lineal.
” X
S La representacion grifica de una funcion lineal en ¢l plano cartesiano es una linea recea
r no vertical que pasa por el origen como muestra la figura 2.
Figura 2
Funcién afin
Toda funcion de la forma y = mx + b donde m y & son constantes diferentes de
cero, es una funcién afin.
Una funcién afin tiene como representacion grifica una linea recta que no pasa por el
» origen del plano aartesiano como muestra la figura 3.
2 & Es posible encontrar los puntos de corte de la recta correspondiente a la grifica de una
: o e E funcion afin con los ejes coordenados, mediante un proceso algebraico, asi:
> o
. 2 % Para hallar el punto de corte de la recta con el eje , 0 punto (%, 0): en 3 = mx + bse
) ' remplaza y por 0 y se despeja x.
Figurz 3 # Para hallar el punto de corte de la recta con el ¢je 3, 0 punto (0, 3): en y = mx + b se
remplaza x por 0 y se despeja y.
& EJEMPLOS X
1. Un automévil, en promedio, consume un galén de Asi, la grifica de la funcion es:
gasolina por cada 45 km en la ciudad. Determinar la 7
expresion que relaciona la cantidad de gasolina con 75 y o
la distancia recorrida. Luego, construir la grifica de v &
la funcion. -

2 Cantidad de gasolina.
d: Distancia recorrida en kildmetros.

Primero, se tealiza la tabla de valores para identificar la
relacién entre las variables.

Bl o | 1| 2) 3] 4)
d 0 45 90 135 180

Como por cada galén de gasolina se recorren 45 km,

entonces, la expresion que relaciona la candidad de
gasolina con la distandia recorrida es: d = 45x.

ke

— ’ + L -

| 2 3 4 x

Como la grifica pasa por el origen del plano cartesiano,
entonces, la funcion es lineal.

2. Hallar los puntos de corte de y = 3x — 6 con los ejes

coordenados.

Primero, se halla el corte con el ¢je x.

y=3x—6
0=3x—6

x=2

Ecuacion de la funcion.
Se rernplaza y por O
Se despaja x.

Luego, se determina el corte con el ¢je 3.

y=3x—6 Fruaddn de i3 funddn,
¥y=3(0) — 6 Sewmpazaporl.
y=-—6 Sa realizan 133 operacionss,

Por tanto, los cortes con los ejes coordenados son (2, 0)

¥ (OJ —6)-

J

94| grerns mes



Estandares Pensamientos numérico y variacional !'

Afianzo COMPETENCTAS ShR i et Ramt - Lt Lt Lot * B tematons

(1) Responde.

56. ;Cuil es la diferencia entre la grifica de una fun-
cion lineal y la grifica de una funcién afin?

57. ;Como se determina si una funcién es lineal, a

partir de una tabla de valores?
58. ;Cémo se obtiene la grifica de una funcidn afin,

a partir de su expresion algebraica?

59. 2(1“'5 valores debe tener el punto b en la ecuacion
= 3x + b para obtener una funcién lineal?

(¥ Determina si la afirmacién es verdadera (V) o falsa
(F). Justifica tu respuesta.

60. La funcidn y = ¢ representa una funcién lineal.
61. La expresién x = 4 representa una funcion afin.
62. Toda funcién lineal corta al eje ».

63. La velocidad con la que una llave de agua llena un

tanque como funcion del tiempo, representa una

funcion lineal.

64. El precio de la libra de café como funcién del
tiempo representa una funcion afin,

. Determina, en cada caso, si la funcién corresponde
a una funcion lineal o a una funcién afin.

65.y = —5x 68.y=2x— 10
66.y= —3x— 2 69.J-=7'£x+1
67.)'=—]5x 70.y=—1—; —%Q

. Encuentra los puntos de corte con los ejes coorde-
nados de las siguientes funciones. Luego, realiza la
representacion grifica de cada funcién.

7ly=4—3x 75.5 = —12x — 168
_ _7 R 1
72. y= 6% 76.y 4+ 3%
73.y='——2]4—50x 77.y=‘%—2x
74. y x+3 78.y 4:"1'6
@ Rresuchve.

79. ;Qué valores de 2 y & hacen que los cortes de la
funcion con los ejes coordenados de la funcion
y=mx+ (b — 2)sean (—2,0) y (0, 302

80. Halla el valor de m y & para que y = mx + b pase
por los puntos (0, 4) y (1, —6).

Q Determina si la funcién corresponde a una funcién
lineal 0 a una funcién afin o ninguna de las dos.
Escribe la expresion que determina cada funcién.

81.

m 2 5 10 20 | 40 |
(C_”"i"“l) 01025/ 05 1| 2
82.

5::“‘;:‘ 1| 2| 3| 4| s

C:: n::‘ 180 360 540 | 720 | 900

@ Clasifica 1o grifica de cada funcién como lineal o
afin. Escribe la expresion que determina cada fun-

aon.

83. b B 84.

' -
2 4.6 x
N

1
+-

f[
|
|
|+
o S 2%

3

.

# Indica cuiles de las siguientes situaciones repre-
sentan funciones lineales o afines.

85. En una factura telefénica se tiene un cargo fijo de
$2.000 y cada minuto cuesta $100.

Relacién: costo factura con cantidad de minutos
consumidos.

86. Un esfero cuesta $750 en un establecimiento. Al
venderlo a este precio deja una ganandia del 10%.
Relacidn: cantidad de esferos contra ganancia.

En una empresa, ¢l costo (en délares) de producir x
articulos estd modelado por la expresién
c(x) = 20x + 100.
87. Calcula ¢l costo de pmdudr 120 articulos.

88. Si la empresa tiene un capital de US$5.000, halla
la cantidad de articulos que puede producir.
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e
2. Linearecta < [ER) ramose
En la ecuacién y = mx + b, la constante m recibe el nombre de pendiente de la recta e
indica la inclinacién de esta respecto al eje positivo de las x.
» Pendiente de una recta
X~ q La pendiente de una recta que pasa por dos puntos Px,, 31) y Q(xs, 32) se halla mediante
7 il la expresion:
A ] - 72—y Hho
Rt P S e 4 Ay .|
A g 3y m x,—x,om xl_xz,conx,#xz.
1 La pendiente se puede interpretar como la razén del incremento vertical con respecto al
Figura 4 incremento horizontal de la recta como muestra la figura 4.

El signo de la pendiente de una recta depende del dngulo de inclinacion de la recta con

respecto al eje x. De acuerdo con esto se pueden presentar cuatro casos:

% Caso 1: una recta es creciente si la pendiente es positiva, m = (.

% Caso 2: una recta es decreciente si la pendiente es negativa, m << (.

% Caso 3: una recta es horizontal si su pendiente es cero, en este caso, la expresion alge-
braica seri y = 4, donde & es una constante.

% Caso 4: la pendiente de una recta vertical no estd definida, en este caso, la expresion
algebraica serd x = ¢ donde ¢ es una constante.

iy R Ly
s \
m>0',w
/ <0
/ \ oo m indefinida
,' '\“_ ]
o // \06 s - :‘;(\,J - - :] s
/',' ‘.\', m=0
¥ \ ’
EJEMPLOS w

1. Los carpinteros acostumbran usar el término de
inclinacion para hacer referencia a la relacién entre
dos longitudes, como se muestra en la figura.

A

a. Determinar la pendiente de la recta que une los

puntos Ay B.
e variacién vertical _ —8 _ 2
variacion horizontal 12 3

Por tanto, la pendiente de la recta es — % $

\

b. Interpretar el significado de la pendiente de la recta
que se aprecia en la figura.

La inclinacion de — 182 del techo de la casa significa

que el techo desciende 8 metros por cada 12 metros de

longitud horizontal.

2. Encontrar la pendiente de la recta que pasa por los
puntos A(3, 1) y B(0, —1)

Se toman A y B, y se remplazan en la formula de la
pendiente.

i == Rl Feuackin de la pendiante.
X=Xy
=d=ch _2 _2
mT3-0 T3 3

Por tanto, la pendiente de la recta es '% S
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Ampliacién

2.1 Ecuacion explicita de la recta @ Acleidad multimedia

La ecuacion de la forma y = mx + b se llama ecuacion explicita de la recta. A
partir de la ecuacion explicita de la recta se puede deterrinar la pendiente m y el
punto de corte con el eje y que tiene coordenadas (0, &).

Para hallar la ecuacién explicita de una recta se deben considerar los siguientes casos:

Caso 1. Cuando se conocen la pendiente y el intercepto con el gje y.

En este caso, se remplaza el valor de s y de & en la ecuacion y = mx + 6.

Caso 2. Cuando se conocen la pendiente y un punto.
Para hallar la ecuacién de una recta, dados un punto y ¢l valor de m:

Primero, se remplazan la pendiente y las coordenadas del punto dado en y = mx + &

para determinar el valor de &,
Luego, se remplazan 7 y & en la ecuacion y = mx + 5.
Matemiti :
Caso 3. Cuando se conocen dos puntos. ——
En este caso, primero se halla la pendiente mediante la férmula con las coordenadas | {Por dos puntos pasa Hnay
3 g : ' sole una linea recta? Bxpli-
de los dos puntos. Luego, con la pendiente m y cualquiera de los puntos conocidos, se '» Iy

halla el valor de b en la ecuacion y = mx + b y se procede igual que en el caso anterior.

g EJEMPLOS w
1. Una compafia de telecomunicaciones paga men- 2. Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los
sualmente a cada empleado de la seccién de ventas puntos (2, —3) y (1, 1).
$350.000 fijos mas $40.000 por paquete de servicios
vendido. Escribir la ecuacién que representa la situa- %
cién anterior y determinar el sueldo de una persona m= L2 N Eouacion de la pendienta.

Primero, se determina la pendiente.

que vende 20 paquetes de servicios. b S
Primero, se reconocen los datos del problema. m= ;23_;11 Se rermplazan los valores.
o ("'.antidad de paquetes de servicios que vende una _—4 _ R s
persona 1

Segundo, se remplaza la pendiente —4 y uno de los

m: Valor que gana la persona por cada paquete vendido.
puntos, por gjemplo, (2,—3).

b Valor fijo.
) = + b Fouacion de |z recta.
Luego, se remplazan los datos del problema en la ecuacién A% R ”u o
i e remplazan | pendiente v un punta
yEmeth =R #n la ecuatidn. o
Por tanto, la ecuacidn es y = 40.000x + 350.000. —3=—8+4 S realizan las paeraciones.
Ahora, si una persona vende 20 paquetes, entonces: b=5 Sedespeia b
¥ = 40.000x + 350.000 Ecuadidn. Finalmente, se obtiene la ecuacion de la recta, asi:
¥ = 40.000(20) + 350.000  Seemplazax por 20, y=(—4)x+5 Sewmpamnm= —dyb=5
¥ = 1.150.000 Se rezlizan las oparacionzs, y=—dx+5 Se resuehven las operacionss,
Finalmente, una persona que vende 20 paquetes recibe Por tanto, la ecuacién de la recta que pasa por los puntos
! un sueldo de $1.150.000. 2, ~3)y (1, D) es y = —dx + 5.
)
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(3] Responde.
89. ;Cudles son las letras que representan la pendiente
y el intercepto con el ¢je y de una linea recea?
90. ;Cémo se determina la pendiente de una linea
recta?
91. ;Cudl es la interpretacion geométrica de la pen-
diente de una linea recta?

(D Determina si la afirmacién es verdadera (V) o falsa
(F). Justifica tu respuesta.

92. Una recta es creciente si su pendiente es positiva.

93. Una recta tiene pendiente negativa si su inter-
cepto con el eje y es negativo.

94. La pendiente de una recta vertical es 0.

95. La ecuacién de una linea recea paralela al eje x es
%= b.

96. Si la pendiente de una recta es —2, entonces, la
grifica de la recta es horizontal.

D Conbascenla grifica, determina el valor de verdad
de cada enunciado. Justifica tu respuesta.

¢ S q

97. La pendiente de 7 es igual a cero.

98. La linea recta g es decredente.

99. La funcién que representa la linea recta res afin.
100. La pendiente de la recta 0 es igual a cero.

101. La funcion que representa la linea recta p es
lineal.

102. La pendiente de la recta s es ;5: :

98| g an

chtcnninalapcndicm:d:latcm que pasa por los
puntos dados.
103.(3,5) ¥ (2, 1) 106. (0, —11) y (7, 10)
104. (4,5) ¥ (3, —2) 107. (8, =5) ¥y (—3,9)
o 1 _2y (1
105. (—4, -1y (3.6 108 (3.~ 3)y(3.5)

Identifica dos puntos sobre cada recta y encuentra el
valor de la pendiente.

109. 111.
7
g
il
= 1A & B BEER
- x X
= -#
- -2
1 i
110. 112.
by iy
2 7t
It 4
= 7 i 1R 2
-k BT W W
N S T —— -2 \
i

n Relaciona cada ecuacién con la recta correspondiente
en la grifica.

113.9=3 115.x= 4
114. y = 3x 116.y =2
a. &
» X
N - - 4%
1 R
-y - 2
—2=1 ] 2
| 2 o
—2+ - o —-
] -2-1 i 1 2%
b d.
A b
> @
- & /,
Al A2 3 4x - . }.#“/‘ . -
—h 2-14 1 2%
—2. —_



Encuentra la ecuacidn explicita de la recta de acuerdo
con las siguientes condiciones.

117. Pasa por (0, —3) y tiene pendiente —2.
1
-
119. Pasa por los puntos (2, —4) v (=2, 1).

118. Pasa por (—2, —1) y tiene pendiente

120. Pasa por (35, 3) y tiene pendiente 0.
121. Pasa por (2, 3) y la pendiente es indeterminada.

122. Pasa por ¢l punto (4, —1) e interseca al ¢je y en
(0, 6).

Q Determina la ecuacién de la recta en cada caso.

123. 125.
AT »
4 4=
) ¥
2t N 2
y "~
] ~ T
N,
v )—p. p———-o | " "
“3-2-10/ 1 2 3« =2~ 0\ 2 B «x
-t — \\
- -2 \'\
~
3 =i
& .
124. 126.
\ »
e 31
> ¥y
2% T
T -3-2-10 1 2 3x
-4 L R 2 -
“3-2-10 1 2 3 x
_l. -' 2
-2 . 3
-3t 1 -

Q Determina la ecuacién que representa el perimetro
de cada poligono regular, como funcién de la lon-
gitud del lado.

127. Pentigono regular. 128, Heprigono regular.

OScanlyndoslinmmcmsoonpcndicntum,’}' 0
y m, < 0, respectivamente. Verifica cudles de las
siguientes afirmaciones son verdaderas. Explica tu
respuesta por medio de un ejemplo.

129. /'y # nunca se cortan.
130. [y n siempre se cortan.
131. [y » cortan al ¢je x en el mismo punto.

132. [y n cortan al eje y en ¢l mismo punto.

Estandares Pensamientos numérico y variacional !'

 Dos empresas de autobuses ofrecen diferentes ta-
rifas, La siguiente grifica muestra el costo de renta
de un autobis de la empresa Express y uno de la
empresa Camino Alegre. Responde.

Tarifas de autobis

J /
34 /
32 /
30 En Ex o,

25 Empresa Expres

26 /

24 a /

2. /

20 /

18 /

16 /

14 ,

12 / Empresa Camino A
0 / Empresa Camino Alegre
& /

£

Costo (miles de pesos)

6
4—f
2
{

0 2 4 6 R 10 12 14
Kilémertros

133. ;Cémo calcularas el costo fijo y la tarifa por
kilémetro recortido de cada empresa, a partir
de la informacion que proporciona la grifica?

134. ;Cudl es la expresion algebraica que representa
cada situacion?

135. Si el recorrido total de una salida ambiental es
de 120 kilémetros, entonces, ;eon cudl de las
dos empresas conviene rentar un autobiis?

Rcsuclvc.

136. Una agencia de alquiler de vehiculos ofrece
automdviles por 120.000 pesos durante 5 dias
mas 10.000 pesos por hora adicional. ;Cudl es
la ecuacion que representa los ingresos de la
agencia por alquilar un automévil?

137. El precio de 3 Ib de naranja es de 1.800 pesos y
el precio de 5 libras es 2.500. Si yes el precio de
la naranja y x es ¢l peso, determina la ecuacion
que representa el precio de la naranja segin su
peso.

138. Los sondeos realizados en la corteza terrestre
ponen de manifiesto que, en el interior de la
tierra, la temperatura aumenta a razdn de 1 °C

cada 100 m de profundidad.

Si la temperatura media en un lugar es de 15 °C,
zeudl serd la funcién que expresa la variacion de
la temperatura con la profundidad?

o i | 99



(Qué valores toman A y
§ cuando las rectas son
Iineas horizantales y vert-
‘@les? Explica tu respuesta.

Ecuacion general de la recta

La ecuacion general de la recta es una expresion de la forma Ax + 8y + C = 0,
donde A, By C son ndmeros reales, y donde A y B no son cero al misme tiempo.

De la ecuacion general se puede despejar y para determinar la ecuacion explicita y asi
obtener el valor de la pendiente m y el intercepto con el gje y

Ax+ By+ C=0  Euwacitn general de la recta,

By=—Ax—C Se restan Axy €.

y=- ';x a g Sedespeja y.
Por tanto, para la recta que tiene como ecuacion Ax + By + € = 0, la pendiente es

m= —‘% yelcorte conel eje yes & = —%,pamB# 0.

Si la ecuacién de una recta estd dada en forma expliciea, entonces, su forma general se

pucdc obtener con al.guna.\ operaciones a]gcbraicas.

EJEMPLOS

es 210x — 490y = 0.

-

1. En Colombia se cultva café de tipo ardbigo. Las 2. Encontrar la pendiente y el corte con el ¢je yde la
variables que se cultivan son: tipica, borbon, mara- recta cuya ecuacion general es x — 2y + 3 = 0.
gapipe, tabi, caturra y variedad Colombia.

3x—2y—12=0 Bouacidn oz la recta.
Un vendedor dispone de dos clases de café: tipica a )
$2.800 la libra y caturra a $2.100 la libra. 3:(0)—2—12=0 Seremplazaxpurl.
. . Gt
Determinar la ecuacién que permite conocer la can- A e 3¢ despeja .

tidad de libras que se debe mezclar de cada clase de Fx—2-(0)—12=0 Sermplazayper0,

café para obtener un café que cueste $2.590 la libra. 12 _ 4 i

x=-r= Se despeja x.
Primero, se identifican las variables. 3

Luego, la recta pasa por los >
x: Libras de café tipica.  y: Libras de café caturra. puntos (0, —6) y (4, 0). - A

e establecs P ¢ E | 4
2.800x + 2.100y = 2.590(x + 3) Seae Dot eaing, In g de . |
la ecuacin. recta se observa al lado. [ ;
2.800x + 2.100p = 2.590x + 2.590y  Semultiglica. & imv
—4e

210x — 490y = 0 Seiquala a cer. -5t/
Por tanto, la ecuacién que relaciona las dos clases de café R

~

x—2y+3 =0 Huacin de |3 recta.

—2y=—x—3 Semsanxy3l

p= %x + -% Se despesa y.

Por tanto, la pendiente de la linea recea es m = ; yel

corte con ¢l eje yes (0,%).

3. Realizar la grifica de la recta cuya ecuacién es
3x—2y—12=0.

Para realizar la grifica, se hallan dos puntos de la recta.
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1) Responde.
139. ;Cémo se expresa la ecuacion general de la recta?

140. ;Cudl es la pendiente y ¢l intercepto de la ecua-
cién general de la recta Ax + By + C= (2

141. ;Cémo se determina la ecuacién general de la
recta a partir de su ecuacion explicita?
142, ;Cuil es la diferencia entre la ecuacion explicita
de la recta y la ecuacién general de la recta?
(0 Determina si la afirmacién es verdadera (V) o falsa
(F). Justifica tu respuesta.

143. Los puntos (—2, 1) y (1, —1) pertenecen a la
recta2y — 3y + 1= 0.

144, Elvalor de la pendiente de una recta de ecuacion
Ax + By + €= 0 con Bigual a cero es indefi-
nido.

145, El valor de la pendiente de la recta cuya ecuacion
esdx + 5y — 3 =0cs—g—.

146. Los puntos de corte de larectax — y+ 4 = 0
con los gjes coordenados son (0, 4) y (—4, 0).

147. Las rectas horizontales tienen como ecuacion

general Ax + C'= 0.

@ Escribe cada ecuacién en forma explicita.
148.2x— 3y —5=0 150.5x— Sy +2=10
149.x+ 4 +3=0 ISL7x—Sy—4=10

‘ Encuentra la pendiente y el corte con el eje y de las
siguientes rectas. Luego, realiza su grifica.

152.2x—y+3=0 155.6c—y+ 6 =0
l53.x—'4y+8=0 ]56.3x+2y+5=0
156.2:+ 3y —6=0 157.4x+2y—6=0

Q Encuentra la ecuacién general de la representacion
de cada recta.

158. 159.
7 o4
i *
bl 2
B ¥
PUSH SR S S D S S G O L e Ve W S S
-3 =2 =1 I B3 4| =p=2=1 1 2.3 €x
—# —k
2 -
.

@ Escribe 1a ecuacién general Ax + By + €= 0 de

cada recta dada.

160. La pendiente es un ndmero entero entre —5 y
—2ycortael eje x en ¢l punto 3.

161. A es un mimero primo par, 5 un niimero mayor
que cero entero y menor que 3 y C = 4.

9 El precio de una vivienda ha subido desde $150.000

en el ano 2000 hasta $174.000 en el afio 2008.
162. ;Cuil fue su precio mds probable en 19997

163. De seguir esta tendencia, jeudl serd su precio en
el afio 20152

QL siguiente grifica representa el movimiento de un

objeto entre 0 y 10 minutos.

km'

1 1 2 32 § 567 8 » 10 min
164. Escribe las ecuaciones en forma general de cada

una de las receas que describen el movimiento.

165. ;En qué intervalo de tiempo se recorrié mds
distancia?

9 Las siguientes ccuaciones representan los costos e

ingresos en millones de una fibrica de ldpices de co-
lores: los costos, 10x — 2y + 20 = 0 y los ingresos,
10x — y — 20 = 0, donde x son las unidades produ-
cidas en miles.

166. Realiza la grifica de cada funcién en el mismo

plano cartesiano.

167. ;Cuiles son los ingresos si se producen 4 mil
unidades?

168. ;Cuiles son los gastos si se producen 8 mil uni-
dades?

169. ;Cuintas unidades se producen para que los
costos y los ingresos sean los mismos?

g | 101



2.2 Rectas paralelas, perpendiculares y secantes

Dadas dos rectas diferentes en el plano cartesiano, se pueden presentar tres situaciones:
las rectas son paralelas, las rectas son perpendiculares o las rectas son secantes.

Rectas paralelas

Dos receas no verticales son paralelas si y sélo si sus pendientes son iguales.

Sean [, y I; dos rectas cuyas pendientes son m, ¥ m,, respectivamente; se cumple
que las rectas son paralelas siy sélo sim; = m,.

Rectas perpendiculares

Dos receas son perpendiculares si y sélo si el producto de sus pendientes es igual a — 1.

Dadas dos rectas |, v I, con pendientes m, y m,, respectivamente, son perpendi-
culares siy sélosim, - m, = ~1.

Rectas secantes

Dos rectas son secantes cuando se cortan en un tinico punto sin formar un dngulo recto.

EJEMPLOS

1. Encontrar la ccuacién de la recta que pasa por el
punto (—3, 1) yes paralelaa larecta y = —2x — 3.

Como la pendiente de la recta dada es — 2 y las rectas son
paralelas, entonces, la recta riene pendiente —2.

Ahora, se halla la ecuacién de la recta asi:

2. Determinar si las rectas f: 3x + y — 2 = 0y k¢
x — 4 son paralelas, perpendiculares o se-

W

¥ =
cantes.

Primero, se expresa la recra /, de forma explicita:

y=mx+b Ecuacidn explicitz da la recta. g +73;: : ¢ :;u:carvde —_—
= — 2 despeja
| = =2(=3)+ & Sermplazanmyel puato (3, 7). ¥ PERY
b= =5 So despeia b Asi, la recta [, tiene pendiente —3.
y==2x=35 Seramplazan m y b en la ecuaciin Como la ecuacién de la recta £, es y = —;x - 4,
explicita de fa rectz. . 1
entonces, su pendiente cs 3
Por tanto, la ecuacién de larectaes y = —2x — 5. :
C oy = —Bem = =1, s, las recas
La representacién grifica de la recra paralelaa la recra que SRS R e 3 3 SRR h
tiene coma ecuacion y = ~2x — 3 es ¥ & son perpendiculares.
¥ >
E C
N, 2 2%
. 1 -
CAEE IS NERIEAC SR E IR E RN B RS EY
N a2k —2-
ot =
—9' \ —5'
BON E
-
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) Responde.

170. ;Cémo se determina si dos rectas son paralelas a
partir de sus ecuaciones?

171. ;Cudl es la pendiente de una recea perpendicular
a la recta que tiene como ecuacién y = mx + 5

(¥ Determina si la afirmacién es verdadera (V) o falsa
(F). Justifica tu respuesta.
172. La recta con ecuacién 3x — 2y + | = 0 es para-
lela a la recra con ecuacién y = ~2.

173. Sila pendiente de fes m = 2ay a # 0, entonces,
la pendiente de una recta perpendicular a /es
a

~£.
174. Si la recea /| tiene pendiente my = 3y la recea £,
es perpendicular a £, entonces, m, = —3.

175. La recta /; es paralela a &y y & es perpendicular a
&, entonces, {; es perpendicular a £

Dcnc'rminaailumcms representadas en cada caso
por las ccuaciones son paralelas, perpendiculares o

socantes.

2

y=Sx+1 eiliee
176. 33 180, {¥ = 2% 712

y=-2-x+l 2y ~3=x
177, G =1+ 2y 181. 10y = Sx = ~15

Je=y=5=0 6x + 3= -9
178‘4..:\'4-2_)':1 182, Sx =2+ 1=0

6x+3y+2=0 20x — By =12
apg [P =HHE g [H=H=)

4o =2~ 3y 9y = 6x — |

nEscribchccnaciéngencmldclamcuqnccumplc
cada una de las signientes condiciones.

184. Pasa por el punto (—1, 1) y es paralela a la recra
y=-=3x+L

185. Pasa por <l punto (3, 0} y es paralela a la reca
que se expresa como 2x — 2y + 3 = 0.

186. Pasa por (—2, 1) y es perpendicular a la recta que
5€ EXpresa como Jy = —x.

187. Pasa por (0, —3) y es perpendicular a la recta que
se expresa como 2y — 3x = 6.

@ Encuentra ba ccnacién de s recta que pasa por cl
punto dado y cs paralela a la recta representada.

188. 189.
¥ »
‘.‘- . 4
2 . 2- -
5 1
o:»‘——::o-—o—'-z 4-'x -‘ —2 { 2 4 %
foref—2 2%

@ Encucnina s eruacién de ba s que pasa por cl
punto dado y es perpendicular a la recta represen-
tada.

190. 191.

b4 B,
3 ;
2+

== 38 p o 2 "—&'—‘z'I"é‘i'}

—24 -2
i

9 Demuestra las signientes afirmaciones aplicando la
relacién entre las pendientes de rectas paralelas y
perpendiculares.

192. Si la recea § pasa por (—4, 3) y (=2, =)y la
recea ; pasa por (2, 3) y (4, — 1), enconces, con /j
y & se puede formar un parafelogramo tomando
€50 CUALTo Puntos.

193. Si la recta £, pasa por (2, 4) ¥ (4, 6); la recra £,
pasa por {2, 4) y (6, 0), y la recea 4 pasa por los
puntos (4, 6), (6, 0), entonces, con |, [, y I, se
puede formar un trisngulo rectingulo.

ol:'.scribc la ecuacién de las rectas que forman cada
poligono.

194, 195.
»
6: ’l’"’-’ i) '5 Al
4 PV N
2. is i .._.6._.,.’ N A
{ i & Al E 1
3§ 6 # % Ig

eDmnuinadvalordclaconsmntc & dc modo que:
196. 3kx + 5y + k = 0 pase por el punto (—1, 4).
197. 4x — ky — 7 = 0 tenga pendiente 3.

& ---~|1U3



Historia de
las mateméticas

Flor de Thymaridas

Thymaridas de Pares (400
a. C), matemdtico griego,
cred un métedo geomé-
trice para resolver un sis-
tema de n ecuaciones con
n Incdégnitas gue se co-
nocié coma la *flor® o o
racién de Thymaridas™y se
define asi:

*Si se da la suma de n
cantidades y también la
suma de cada par gue conr
tiene una cantidad parti-
cular, entences, esta canr
tidad partcular es igual a
1n = 2) de la diferercia
entre las sumas de estos
pares y la primera suma
dada” Es decir,

X+X+_+x%_ ;=85
AEX =,

x+x=m

i

X+X.,=m._,

Entences, xes igual a:

m+ ...+ my-y—S
n—2 )

104] grere: s

3. Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales es un cenjunto formado por dos o mas ecua-
ciones lineales, cada una de ellas con dos o mds incégnitas.

Si el mayor exponente de las variables de las ecuaciones que intervienen en el sistema es
uno, entonces, ¢l sistema recibe el nombre de sistema de ecuaciones lineales.

Sistemas de ecuaciones lineales 2 X 2

Son un conjunto de ecuaciones formado por dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas.
2 —~ 4] =5
3x + 6y =2
dos ecuaciones y dos incégnitas, x y y.

Por cjemplo, l es un sistema de ecuaciones 2 X 2 pues estd formado por

Sistemas de ecuaciones lineales 3 x 3

Son un conjunto de ecuaciones formado por tres ecuaciones lineales y tres incégniras.
x+3y—22=3

Por ejemplo, { =2x + y — z =1 es un sistema de ecuaciones 3 X 3, ya que esti for-
2x =2+ z=~1

mado por tres ecuaciones y tres incdgnitas, x, ¥y =

Soludién de un sistema de ecuaciones lineales

Solucionar un sistema de ecuaciones lineales es encontrar un punto que es a la vez, so-
lucién de cada una de las ecuaciones que intervienen.

Plantear un sistema de ccuaciones para la siguiente situacién.

Para ingresar a un musco, Luisa paga $33.000
por 3 entradas de adulto y 2 de nifio. Micntras
que Carlos por 5 de adulto y 4 de nifio paga
$57.000.

Primero, se definen las variables del problema.
2= Valor entrada de un adulto.
3 Valor entrada de un nifio.

Lucgo, se plantean las ecuaciones.

3 entradas de adulto ¥ 2 de nifios cuestan $33.000

3% + 2 = 33000

5 entradas de adulto y 4 de nifios cuestan $57.000
EEY ) Gt

S5x + 4y = 57.000

Por tanto, el sistema de ecuaciones que representa la situacién anterior es:
3x + 2y = 33.000
5x + 4y = 57.000




3.1 Métodos de solucion de sistemas

Estandares Pensamientos numérico y variacional !'

Ampliadanes
F multimedia
de ecuaciones 2 x 2

Para encontrar la solucién de un sistema de ecuaciones lineales 2 X 2, se pueden utilizar i
varios métodos como el método grifico, el método de sustitucién, el métado de iguala- ?r
cién, el mérodo de reduccién y el método por determinantes. |

EERREERT
Método grafico e
Este método consiste en representar grificamente las rectas que corresponden a las "2:
ccuaciones que forman el sistema. El punto de corte entre las dos recras es la solucién Figura 5
del sistema.
Cuando se utiliza el método grifico para resolver un sistema 2 X 2 se presentan los »
siguientes casos. 2
Las rectas se cortan en un solo punto T

- 4 . + . -
En este caso el sistema de ecuaciones tiene una tinica solucién (x, ) que corresponde a =t A ‘_F 2 I AR
las coordenadas del punto de corte de las dos receas, como se muestra en la figura 5. Asi, el
el sistema recibe el nombre de determinado o consistente. '
Las rectas coinciden en todos sus puntos Fgwad
En este caso el sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones, como se muestra en la ;
figura 6. Por tanto, cl sistema recibe el nombre de indeterminado. ;
Las rectas son paralelas =
En este caso las receas no tienen punto en comin. Es decir, el sistema de ecuaciones o1 B R T
no tiene solucién, como se muestra en la figura 7. Asi, el sistema recibe ¢l nombre de B |
inconsistente. ‘2:

Figua 7

& EJEMPLO

En cconomia se denomina punto de equilibrio al punto
dondec coinciden las rectas de las ccuaciones de oferta y

Si 2y — x = 8 es la ecuacién que determina la demanda
y 6y — 5x = 12 es la ecuacién de oferta, determinar cl
punto de equilibrio.

Primero, se escribe en forma explicita cada ecuacién.

y—x=8 Ecuacidn da demarda.

y=;x+4

Sedespaiz 1.

Asi, la recta tiene pendiente —;— ¥ punto de corte con el
cje yen 4.

Gy — Sx = 12 hoacitn de oferta.

y= Zx + 2
Asi, la recta tiene pendiente
ejeyen 2.

Se desneja v.

5

% ¥ punto de corte con cl

Luego, se representan las rectas en el mismo plano.
>
b .
&
5
4-
30
2
1=

—b————4 b — - —»
—5-3—1 | 1 2 5 4.5 6 7«

El punto de equilibrio entre la oferta y demanda es (6, 7).

-~
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() Responde.

198. ;Cudntos puntos se necesitan para realizar la
grifica de una linea recta?

199. ;Cémo deben ser las pendientes de las receas de
las ecuaciones que forman un sistema de ecua-
ciones lineales inconsistence?

200. ;Qué tipo de solucidn tiene un sistema de ecua-
ciones cuya grifica son dos rectas perpendicu-
lares?

() Dctermina si la afirmacién es verdadera (V) o falsa
(F). Justifica tu respuesta.
201. La ccuacién 2 — 5y = 4 tienc infinitas solu-
ciones.

202. Un sistema de ecuaciones lineales 2 X 2 es con-
sistente si las rectas que lo conforman tienen al
menos dos puntos en comiin.

203. Para mostrar que un sistema de ecuaciones li-
neales de 2 X 2 es inconsistente, se debe realizar
la representacién grifica de las ecuaciones.

204. Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas siempre tiene, por lo menos, una
solucién.

Dectermina si los sistemas de ccuaciones lineales
representados grificamente tienen solucién tnica,
infinitas soluciones o no tienen solucién. Escribe el
sistema de ecuaciones asociado a cada gréifica.

205. 207.
X
5 ¥
4 2
3 ko
2 +
il ; =3-2-10 1 23«
DU TP SIS W W -2
_{ 1723 4 56 Lyl
A
206. 208.
2
H

D e B e ey R o

—2—_1r 1.2°3 4

- -2
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Verifica si los puntos dados son una solucién de cada
uno de los siguicntes sistemas de ecuaciones.

2¢ = 5y = =3
209. 1,1
4 + 2y = 7 el
210t ¥=3 oy
~2e 4+ y= ~5

° Encuentra la solucién grifica de los siguicntes sis-
temas de ccuaciones lincales.

gig P =l T T L
y=x+8 22— y= ~1
212, *~ 2= L et
e — dy = ~1 2x = 3y=5
T G S T
Jx = 3p=15=0 Gy ~ 12x = 24
GRcsuclvc.

217. Las rectas », £ y £ que representan a tres ecua-
ciones lineales se cruzan formando un tridngulo.
;Cudntas soluciones tiene el sistema formado
porrys Xporrye Yporsy#

218. Las rectas 7, 5, 7y 14, quc TCpresentan a ecuaciones
lineales se cruzan formando un rombo. ;Cudntas

soluciones tiene ¢l sistcema formado por dos de
ellas? Estudia los casos que se pueden presentar.

Lee y resuchve.

Las ecuaciones de oferta y demanda de una empresa
textil son 2y — x — 4 = 0y 6y — x — 36 = 0, respec-
tivamente, donde y es el precio en millones de pesos
¥ x la cantidad de productos en miles.

219. Encuentra el punto de equilibrio de la oferea y
la demanda por el mérado grifico.

220. ;Cudntos productos se deben vender para que la
oferea sea de 6 millones?

a Lee y responde.
En dos tiendas se vende un producta de asco el cual

varia el precio cada mes desde el comienzo del afio.
La primera tienda tiene el precio inicial de $500 y
aumenta en $100 cada mes. En la segunda tienda,
el precio inicial del producto es de $700 pesos y au-
menta en $90 cada mes.

221. ;En qué tienda conviene comprar el producto?



Método de sustitucion

Estandares Fensamientos numérico y variacional

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales por el método de sustitucién, se realizan

los signientes pasos:

@ Primero, se despeja una de las variables en cualquiera de las ecuaciones dadas.

= Segundo, se remplaza la expresién obtenida en el primer paso en la otra ecuacién y se

resuchre.

% Luego, se encuentra el valor de la otra variable remplazando, en cualquiera de las
ecuaciones del sistema, el valor de la variable que se hallé en el segundo paso.

% Por tiltimo, se verifican las soluciones.

EJEMPLOS

1. Resolver cl siguicnte sistema de ecuaciones lincales

por ¢l método de sustitucién.
2~ 5y=7
4 4 2y = 2

2 =5p=7 (1)
e+y=2
Primero, se¢ despeja una de las variables en una de las dos

ecuaciones.

Se enumeran las ecuacionss.

2x=Sy=7  Setwmalaecuacin (7).
c=5y+7 S sima Sy.

=l TR S
X=0y + 3 Sedespaig .

Segundo, se remplaza la expresién obrenida parazen la
ecuacién (2).

dx+2p=2
E3r+L)+y=2

beuacian (2).
2

Se sustituye ¥ par g ¥+ 2

10y + 144+2y=2  Semultiplica y 52 smyplifia.

-~

Por wltimo, se verifica la solucién en el sistema de ecua-
ciones.

e~ S5y=7 beuacitn (1).

2(1) = 5(=1) =7  Seremplazanxpor | y ypar —1.
24+5=7 Se multipiica,

7=7 Se veifiaa la iqualdad

et 2y=2 beuacion (2).

4(1) + 2(=1) =2  Seremplazanypar 1y ypar —1.
£-2=2 Se multipiica.

2=2 Se verifica la igualdad

2. Decterminar la medida de dos 4ngulos complemen-
tarios, si la medida del 4ngulo mayor excede a la
medida del 4ngulo menor en 40°.

Primero, se identifican las variables.
a: Medida del dngulo mayor.
#: Medida del 4ngulo menor.

12y 4+ 14=2 Se suman tErmincs semejantes. Segundo, se plantean las ecuaciones.

12y=2- 14 Seresta 14, a+ b=90 Losangulesson complementarios.

12y = ~12 Se realizz la cperacitn. a=b+ 40 Aelacinentre losdngulos.

y= =1 Se divide enire 12. Finalmente, se resuelve el sistema de ecuaciones.

Asi, el valor de yes — 1. a4+ b=90 Fasdicn.

2= 5y=7 Ecuacidn (). (6+40) + b=90 Seremolazopert + 40.

2= 5(—=1)=7 Sermplazaypor —1. 25+ 40 = 90 Se realizan |as operadiones.

2+ 5=7 Se multiplica. b=125 Se gespeja b.

2x=12 Serasta 5. a=b+ 40 Easdicn.

x=1 S divide entre 2. a=25+40 =65 Seremplazz hpor 5.

Por tanto, la solucién del sistemaesx = L yy = ~1. Por tanto, la medida de los dngulos son 65° y 25°. )
\
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0 Responde.
222. ;Cuiles son los pasos que se deben seguir para

resolver un sistema de ecuaciones 2 X 2 por el
método de sustitucién?

223. ;Cuiles son las ventajas de resolver un sistema de
ecuaciones lineales de 2 X 2 por el método de
sustitucién al compararlo con el método grifico?

(€ | Despeja la variable indicada en cada caso.

224. 2m + 2n = 6, despeja m.

225. -g‘x ~ 2y = —1, despejay.

3 + 5y ;x— l,dcspcjax.
2x — 2x +
227. 4 Y= 2 » , despeja .

e Resuclve los sistemas de ccnaciones lineales por el
método de sustitucién.

226.

- = 2x—2¢y=6
TN ol 232. Y
2+ 2y =14 w—3r=6
229 |2 B =2 33{6:: 2=2+1
-9 =1 e ~5=y+4
230. 3x ~ 5y =4 .Sx—3=49'+4
Gx =10y + 8 6x = 3y + 3
’_;'=5.\'—3 ;]+2x=x—l
231. ! 235.
y=-;x+2 g::—l:é]

Encuentra la ecuacién de la recta de los siguientes
sistemas dc ccuaciones lincales. Lucgo, encuentra la
solucién por ¢l método de sustitucién.

236. 238
» A A
2e Aar
y . N
B D 7 ol O W - o
e Y= w3y it I W R (o Yo et e e
- -™
- e o
' L]
237. 239.

.
l!
e

|
M
Lle
-
- 1
¥
" .
|
"
|
(ﬂ
M

.ﬁ—*——-o—#é:—
-
»
-
*
3
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(3 Para resolver el siguientc problema: “Un supermer-
cado ofrece dos tipos de carne molida: fight (con 4%
de materia grasa) y ‘sabrosa’ (con 10% de materia
grasa), pero desea ofrecer una tercera opcién a sus
clientes: una carne molida con 6% de matcria grasa.
:Cuidnta carne de cada tipo que existe debe mezclarse
para obtener 150 kilogramos del nucvo producto?”,
un estudiante plantea el siguiente sistema de ecua-
ciones lincales:

x+ y=150
dx+ 10y
xty

240. Explica qué significa cada una de las incégniras
del sistema y c6mo se obtiene la segunda ecua-
cioén.

241. Resuclve el sistema y da respuesta al problema.

) Observa cada figura. Lucgo, propén un problema
relacionado con sistemas de ccuaciones lincales en
cada caso y resuélvelo aplicando el método de susti-
tucién.

242, 243.

p=244 a

I perimetro total « 26 cm

@ Plantes on sistema de ecuaciones para cada situacién
y resuchve usando el método de sustitucién.

244, Dos dngulos son suplementarios si la suma de
sus medidas es 180°. Si uno de los dngulos mide
60° mis que el triple del segundo dngulo, ;cuil
es la medida de cada dngulo?

245. La empresa A tiene 120 empleados entre hom-
bres y mujeres. Si el niimero de mujeres excede
en 20 al toral de hombres, ;cudntas mujeres y
hombres hay en la empresa?

246. Para ingresar a la Feria del hogar se puede ad-
quirir boleras para adultos a 4.500 pesos y para
nifios a 2.000 pesos. Si la familia Gonzilez ad-
quirié 6 boletas y pagd 17.000 pesos, jcudnros
adultos y cudntos nifios conforman la familia
Gonzilez?



Estandares Fensamientos numeérico y variacional !'
Método de igualacién

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales por el método de igualacién se llevan a
cabo los siguientes pasos:

% Primero, se despeja la misma variable en las dos ecuaciones dadas.

& Segundo, se ignalan las expresiones obtenidas en el primer paso y se despeja la variable
que queda.

% Tercero, se determina el valor de la otra variable remplazando en alguna de las ecua-
ciones despejadas, el valor de la variable encontrada en el segundo paso.

2 Por tltimo, se verifican las soluciones.

g EJEMPLOS ~

1. Resolver el siguicnte sistema de ccuaciones por el m=3n=—1 Sz simplifc.
método de ignalacién m=3n =1 Sedespeia m.
Sx = 3y = —1 (l)_ ~2m+ 6n=4 Eruacin (2],
2+ 4y =10 (2) ~2m=4~—6n Semtain
Primero, se despeja x en cada una de las ecuaciones. m=3n-2 Sedespeiam.
Sx=3y=—1 Fuadbn(1). Ahora sc igualan las dos expresiones, asi:
x='% —-'15- e oEspefa x. 3p—1=3n~2
2+ 4y =10  koaddn (2). In—3n=-=24+1 Seruadnywsml.
x==2+5 Sedspeax 0=~1 Se realizan las cperaciones.
Luego, se igualan las dos expresiones, asi: En este caso el sistema de ecuaciones no tiene solucién.
';5_7—%:-—2)-4-5 3. Las ecmpresas A y B venden paquetes turisticos. La
; cmpresa A paga a sus ascsores 500 mil pesos fijos
-g-] - —;)5 = (=2y 4 5)5  Semuttiplia por3. mids 80 mil pesos por paquete turistico vendido. La
; L ; empresa B paga 100 mil pesos fijos y 100 mil pesos
p—=1=~10y+25 Se resuelven las operadones. por paquete vendido. ;Cudntos paquetes se dekicn
13y=26  Sesumaloyyl. vender para que cada empresa pague el mismo valor?
y=2 <a divide ertre 13, x Cantidad de paquetes vendidos.
Ahora, se halla x en alguna de las ecuaciones donde |+ Pago por la venta de x paquetes.
aparece despejada, como sigue: Primero, se plantean las ecuaciones.
x==2+5 Ecuacidn. y=80x+ 500  Empesah.
x==2(2)+5 Seremplazaypor2. y=100x+ 100 Empreak
=1 Se resuelven las aperacones.
¥ & : Luego, se igualan las expresiones asi:
Por tanto, la solucién del sistemaesx = [ yy = 2.
80x + 500 = 100z + 100
2 Dcu:rminarli soluci-g‘n del sistjma por ¢l método de x=20 Sadespaja .
igualacién 9T A= Ty (l)_ Ahora, se determina el pago de cada empresa, asi:
~2m + 6n = 4 (2) = 80(20) + 500 Serempiamy se simpiifica.
Primcm:;c dcspcjal m en cada una de las ecuaciones. = 2.100
S s A basaid (1) Finalmente, las empresas deben vender 20 paqueres v el
(; m = g n)~ 2= - ; +2  Semaltilica por 2. pago recibido es $2.100.000.
\. J
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€9 Responde.

247. ;Cudles son los pasos que se deben seguir para
resolver un sistema de ecuaciones lineales 2 X 2

por el mérodo de ignalacién?

248. ;Cémo deben ser los valores de a y b tales que
al solucionar el siguiente sistema de ecuaciones
-y =
por el mérado de igualacién l’i " i 6).a= ,

se obtiene que 0 = 07

Resuclve los siguicntes sistemas de ecuaciones por el

método de igualacién.

249|773 252, [t =2
24 y= =2 == y==3

psp jx T =5 253 | =Y
162 + 2y = —10 4y —2=3
—%x%—%y—":l ;x+3y=—4

251. 2 & _ 10 25417 5
ey Y L gy

‘Euamnnaclvalordclzavuiablespmqucclpcri—
metro de cada una de las figuras sca igual.

255.

¥y xt+2 yt1

() Encuentra los valores de a y b para que la solucién
del sistema de ccuaciones sca la indicada.

ax + by =11

257. =5y=3
3ax ~ by = 9a * 4
ax + by =12 12 12
258. -
be+ay=12 ¥TT50 TS

10| g s

) Resuclve los siguicntes sistemas de ecuaciones lite-
rales para xy y, analizando los distintos valores que
pueden tomar el resto de los cocficientes literales.

259 x = 2ay = 4 260 Ix+ y=7
e y= —6h Nex+dy= -8
Resuchve cada problema aplicando el método de
igualacién.

261. Una empresa ofrece productos de aseo. La oferta
v la demanda de uno de sus productos estin
determinadas por las siguientes ecuaciones:

Oferta: y = 3x + 25.
Demanda: y = —4x + 60.

Donde x es el precio en miles de pesos y y es
la cantidad de productos. ;Cudntos praductos
debe haber y cudl debe ser el precio para que la
oferta y la demanda sean iguales?

262. Dos automéviles parten de dos ciudades di-
ferentes. Los automdviles describen su maovi-
miento como se muestra en la figura, donde y
es la distancia que llevan los automéviles, ¢ es el
tiempo en que transcurre ¢l movimiento. ;En
qué momento los dos automéviles han recorrido

la misma distancia?
y=deed
L i I

263. Un hombre navega trabajosamente rio arriba
en un kayak, recorriendo 28 km en siete horas.
Cuando llega al lugar indicado, da la vuelea y
recorre ¢l mismo trecho, ahora, rio abajo, en
apenas una hora. Determina la velocidad de la
corriente del rio.




Estandares Pensamientos numérico y variacional !'

Ampliadén
Método de reduccion multimedia
En el método de reduccién se combinan las ecuaciones del sistema con el fin de reducir
las dos ecuaciones del sistema a una sola, realizando los siguientes pasos:

% Primero, se multiplican los términos de una o ambas ecuaciones por mimeros reales,
de tal manera que los coeficientes de una de las variables en las dos ecuaciones, sc
diferencie éinicamente en el signo.

# Segundo, se suman las ecuaciones transformadas de tal manera que se elimina una
variable y se despeja la otra variable.

# Finalmente, se calcula el valor de la incégnita que falta sustituyendo en una de las
ecuaciones originales.

Cuando se resuclve un sistema de ecuaciones lineales por el método de reduccién se

pueden presentar los siguientes casos:

# Caso 1. Si al sumar las dos ecuaciones para eliminar una variable, se eliminan las dos
variables, es decir, aparece la ecuacién 0 = ¢, donde ¢ es una constante diferente de 0,
¢l sistema no tiene solucién, es decir, es inconsistente.

# Caso 2. Si al sumar las dos ecuaciones resulea la expresion 0 = 0, el sistema tiene
infinitas soluciones, esto es, dependiente o indeterminado.

# Caso 3. Si al sumar las ecuaciones se obtiene una expresién de la forma x = &, con a

ﬁ
Recuerda que...

St se multiplican o di-
viden todes los términos
de una ecuacién por un
mismo namero diferente
de 0 se obtiera una ecua-

niimero real, el sistema tiene una solucién.

cién equivalente.

g EJEMPLOJ

Los dos iltimos fines de semana Sofia llevé a sus nictos
al cine. La primera vez pagé $23.500 por dos adultos y
un nifio, y la segunda vez pagé $25.500 por un adulto y
tres nifios. ;Cudnto pagd Sofia por cada entrada de adul-
to y de nifio?

Primero, sc asignan las variables para cada incégnica.
a: Precio de una entrada de adulto.
n: Precio de una entrada de nifio.
Segundo, se plantea un sistema de ecuaciones:
2a + 5 + 23.500 (1)
g+ 3n=25500 (2

Tercero, se resuelve el sistema de ecuaciones por
reduccidén.

Para eliminar 2 se observa que la ecuacién | tiene
cocficiente 2, entonces, se busca que la ecuacién 2 tenga
el cocficiente opucsto al de la ecuacién 1.

Se mulriplica la ecuacién 1 por 1.
2a+ n = 23.500
2a + n = 23.500
Se multplica la ecuacién 2 por —2.
a -+ 3n = 25500 ~2q ~ 6m = —51.000
Se suman las ecuaciones transformadas para eliminar 2.
2a + n=23.500
~2a — 6n = —51.000

0 — 51 = —27.500
=5n = =27.500 ‘eraliznls cperacones
n = 5.500 Sedespaian.

Luego, se remplaza el valor de » en cualquiera de las dos
ecuaciones iniciales.

2z + 5.500 = 23.500
2z = 23.500 ~ 5.500
a = 9.000

Seremplaza2lvalordenen {1},
Se resta 5,600 a ambes lades.
Sedespaiz 0.

Finalmente, se escribe la respuesta del problema.

El precio de una boleta para adulto es de $9.000 y el de
una boleta para nifio es de $5.500.

.
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(1) Responde.

264. ;Cuil es primer paso para determinar la salucién
por reduccién del siguiente sistema de ecua-
clones?

2+ 5y =13
dr — 3y =—13
265. ;Cémo sabes cudndo un sistema de ecuaciones
es inconsistente, al resolverla por reduccién?
() Determina si la afirmacién cs verdadera (V) o falsa
(F). Justifica tu respuesta.

266. (— 1, 3) es la solucion del sistema

L ()
~2x 4+ 2y =8
267. Los valores de 2 y & deben ser iguales
para que el siguiente sistema tenga
infinitas soluciones.
=4y =3 ()

Ix+bhy=2
Escribcﬁfntcaadzeamciénclnﬁmcmpordcnal
debe ser multiplicada para climinar la variable indi-

cada al sumar las ecuacioncs.

4m — 2n =
268.[ m n =3 , variable 7.
~3m 4+ In=~2
o L e T
—2x-3=6
gv + 3w = ;
270. i ; 3 , variable 2.
Y AMR
aRunclvclossignicntcssincmasdcccnadonaZX 2
por ¢l método de reduccién.
2m+3n _ 5
— +
i T I ag ) 2R
4x = 2 + Gy =2m—3n _ 5
-3 3
g Y o
3m—2np= -2 e I A
Gm + dn = ~20 -%x-*-'%)‘:—l
33« -1 _ ¥
273.{5”=_6"+25 . D .
3p—dg=~—13 yoox _ 6
2 5

ne|e

e Determina los valores de A y B para que cl par orde-
nado sca solucién del sistema de ecuaciones lineales.

Ax+ By = -8

277- (_2’ -'l)
34« — 5By = 8

P A A
=Ax + 7By = 30
5Ax + 2By = —66

279. ~6,

79 + 5By =24 (—6,3)

Resuclve los siguicntes problemas utilizando el mé-
todo de reduccién.

280. Entre Dora y Martin tienen $150.000. Si Dora
tiene el triple de lo que tiene Martin, ;cudinto
dinero tiene cada uno?

281. Las edades de Juan y César suman 35 afos. Si el
doble de la edad de Juan més el eriple de la edad
de César es 90, jcudles son las edades de Juan y
César?

282. Para la obra de tearro del grado 9.9 A asisticron
90 personas. La entrada para adultos se pagé a
$8.000 y para niftos a $5.000. Si se recaudaron
$570.000, ;cudntos adultos y cudntos nifos
entraron a la obra?

283. La base de un recedngulo es el doble de su aleura
y su perimetro mide 30 cm. ;Cudles son las di-
mensiones del rectingulo?

284. Ana Maria ahorré $115.000 en billetes de
$2.000 y de $5.000. Si tiene 32 billetes en
total, ;cudntos billetes tiene Ana Maria de cada
denominacién?

285. La suma de dos niimeros es 61 y su diferencia es
5. ;Cudles son los niimeros?

286. En una fibrica se mezcla vinagre de $3.000 el
litro con vinagre de $5.000 el litro y se obtiene
una combinacién que se puede vender a $4.200
el litro. ;Cudnros litros de cada tipo de vinagre
se deben mezclar para obtener 500 litros de la

combinacién?

 Resuclve.
287. Plantea un sistema de ecuaciones 2 X 2, de
tal manera que renga como solucién ax = 1 y
y=3
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: Recurso
Método por determinantes imprimible @ e

UUn determinante es un nimera asociado a un arreglo de ndmeros reales en igual

cantidad de filas y de columnas.

Lz notacién g g comesponde aundeterminante 2 X 2 o de orden dos, asociado

aun arreglo de dos filas y dos columnas.

En el determinante, a2 y & forman la diagonal principal y ¢ y 4 forman la diagonal se- Columna
El valor del determinante equivale a la diferencia entre el producto de los niimeros de i

la diagonal principal y el producto de los niimeros de la diagonal secundaria. Esto es:

2 =

Regla de Cramer

Los elementos del de-
terminante 2 X 2 son:

%‘S]-_. Fla

— .
Recuerda que... \l

o “
Cragonal  Diagonal

secundaria  prindpal

Es posible resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando determinantes mediante

un método llamado Regla de Cramer.

-+ =
A partir del sistema “riy=c se pueden formar tres decerminantes asi:
e+ o= f

Decterminante del sistema

D= 2 f = ar — bd , formado por los cocficientes de x y de y.

Dcterminante para x

f = ¢e — bf, formado por los términos independientes ¥ los cocficientes

Mateméticamente

JQué tpo de solucidn se
chtiene si el determinante
del sistema de ecuacicnes
s igual a cefo?

D = :, } = af — «d, formado por los cocficientes de x y los términos indepen-

Para solucionar sistemas 2 X 2 sc utilizan los anteriores determinantes, aplicando la

regla de Cramer, asi,

x =

PREA S

s EJEMPLOS B
4 -3

1. Encontrar cl valor del determinante 5 -7
Primero, se halla el producto de las diagonales y luego,

se calcula la diferencia entre esos productos.
$ 22 =é-n-st-3
=-28+415=-13

Lucgo, el valor del dcncrminanuc’ ;‘ :;l es —13.

D
2. D#£0

-~

2. Decterminar el valor de x de tal manera que el valor
del determinante | § ¢ sca20.
Primero, se resuelve el determinante.
X216
Segundo, se plantea la ecuacién utilizando el valor dado.
6= 16=20 — 6Gx=204+16 — xz=6

El valor de x debe ser 6 para que el determinante sea
igual a 20.

J

P—
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3. Resolver el siguiente problema.

Antonio comprd un cuadro en
forma de recuingulo. Si el peri-
metro del cuadro es 60 cm y la
diferencia entre ¢l triple del largo
y ¢l triple del ancho equivale a
18 em, ;cudles son las dimensiones
del cuadro que compré Antonio?

Primero, se asignan variables a las incognitas del pro-
blema.
2 Medida del largo. 3: Medida del ancho.

Segundo, se plantea el sistema de ecuaciones siguiendo

¢l enunciado del problema.

El perimetro de un rectingulo es la suma de todos los
lados, es decin x + y + x+ 3= 2x + 2

Entonces, la ecuacion para la primera parte es
2+ 2y = 60.

La palabra diferencia se refiere a la operacidn resta, en-
tonces, ¢l triple del largo menos ol triple del ancho es
L 3x — 3y. Asi, la ecuacién es 3x — 3y = 18.

Por tanto, el sistema de ecuaciones es:

2+ 2 = 60

3x— 3y =18’
Luego, se resuelve el sistema utilizando la regla de Cramer.
Se calculan los determinantes del sistema.

p=|3 j|=-6-6=-12
D, =% 2= -150-36=-216
D,='§ ?2:36—180:—144
Se aphica I regla dé Crames,
x='% - ___2‘1126=18
-t

Finalmente, las dimensiones del cuadro de Antonio son
18 cm de largo por 12 centimetros de ancho.

J

n Interpreto « ‘9 Argumento . Ejercito « . Razono « a Soluclono problemas

Afianzo COMPETENCIAS

¢ Determina si e siguiente sistema de ecuaciones se
puede resolver utilizando la regla de Cramer.

ase. [>T Y =3
14x = 6 — 8y
Calcula el valor de los siguientes determinantes.

7 —6
289. |2 ~8 291"1 -2|
=3 g 22
5 5 3
290. 2 292, 1 4
5 = "2
@ Encucntra e valor de x dado el valor de cada deter-
minante.
293.|19 4| = 15 295|_21’3‘—1z

294.|3 :3|=11 296|x _3‘—30
okmuclvc los siguientes sistemas de ecuaciones usan-

do la regla de Cramer si es posible.
— 4y = 4x =3y +1
297. {2"‘ b= 298.{ ¥ =
Sx +2y=—125 3x—6y=06

4| o

D Responde.

299. ;Cuil es el valor de un determinante que tiene
dos filas iguales? Explica tu respuesta.

300. Si un determinante tiene un cero en alguna
posicion, jeudl es su valor? Explica tu respuesta.

a Resuclve los siguientes problemas mediante el uso
de la regla de Cramer.

301. En Colombia existen 84 grupos indigenas que
se pueden clasificar en dos subgrupos. Aquellos
que hablan sus lenguas aborigenes y aquellos

que no.

La cantidad de grupos que hablan lenguas abo-
tfs:ncs es tres veces ]ﬂ. quc no IES hablm au-
mentado en 4. ;Cudntos grupos hablan lenguas
aborigenes y cudntos no las hablan?

302. La mitad de los pisos del edificio Colpatria
mis la tercera parte de los pisos del edificio
Avianca es 39. Si el doble de los pisos de la torre
Colpatria excede en 16 al doble de los pisos de
Avianca, ;cudntos pisos tiene la torre Colpatria
y cudntos ¢l edificio Avianca?
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= Recurso
Problemas de aplicacion Wl imprimible

Existen problemas que se pueden solucionar a partir del planteamiento de un sistema

de ecuaciones lineales. Para su solucién se deben tener en cuenta los siguientes pasos:

# Primero, se lee con atencion el problema en forma general y luego se determinan las
incdgnitas o variables del problema.

# Segundo, se plantea el sistema de ecuaciones.

# Luego, se resuelve el sistera de ecuaciones por alguno de los métodos estudiados.

# Finalmente, se verifican las soluciones y se responde ¢l problema.

g EJEMPLOJ

Para producir un jugo concentrado se mezclan dos tipos de jugos, uno al 30% de fruta
solida y el otro al 60% de fruta sélida. ;Cudntos litros de cada tipo de jugo se necesitan
para producir 100 L de jugo concentrado al 48% de fruta sdlida?

Primero, se determinan las incognitas,

2 Litros de jugo al 30% de fruta solida. '

= Litros de jugo al 60% de fruta solida. 6!
Segundo, se plantean las ecuaciones.

x+y= 100 Cantidad de jugo concentrado

0,3 + 0,6y = 0,48(100)  Mezcla de los dos juges.

El sistema de ecuaciones es:

%+ 3y =100 (1}

0,3x + 0,6] =48 (2)
Se transforma la ecuacién 2 de tal manera que se obtengan coeficientes enteros.
(0,3) - 10 + (0,6) - 10 = (48) - 10 Sz multiplica por 10.

3x + Gy = 480 Sa realizan operacanes.

Tercero, se resuelve el sistema de ecuaciones por uno de los métodos, puede ser por el
método de reduccion.

%+ =100 (1)

3x + 6y = 480 (2)

~3x — 3y = —300
3x + 6y = 480
l-.?ox ~ 3y = —300

Se multiphic 2 ecuacion [1) por — 4.

3x + 6y = 480 Se suman las ecuaciones,
0 + 3y = 180

¥ =60 Se despejay.
Se determina el valor x, teniendo el valor de .
%+ 60 = 100 Sz remplaza el valor de y en 7).
x= 40  Sadespgjax.

Entonces, se requieren 40 L de jugo al 30% de fruta solida y 60 L de jugo al 60% de
fruta, para producir 100 L de jugo concentrado al 48% de fruta solida.

Y

J
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Afianzo COMPETENCIAS i) Interpreto » *3 Argumento » 9 Propongo » . Ejercito a Soluciono problemas

€9 Relaciona cada enunciado con la expresion alge-
braica que le corresponde.

303.Fl doble de un ni- @ m—n _ m+n
mero mas el doble de 3 2
otro es 80,

304. La diferencia del tri-
ple de un niimero y ¢l
doble de otro es 25.

305. La mitad de un niime-
ro mids otro numero
es 26.

306. La tercera parte de la
diferencia de dos na-
meros s equivalente
a la mitad de su suma.

() Determina para qué valores de #, el sistema dado
cumple la condicion en cada caso. Justifica tu res-
puesta.

b. 2x+ 2y = 80
€ 3x—2y=25

d"§+q=26

ket y=1
xt+hy=1

307. No tiene solucion.
308. Tiene dnica solucion.

309. Tiene infinitas soluciones.

#9 310. Escribe un problema que tenga sentido y que
se pueda resolver con el siguiente sistema de
ecuaciones. Luego, resuélvelo.

xt y=8
10y+x=35

. Plantea un sistema de ecuaciones para resolver los
problemas,

311. La diferencia de dos nimeros es 85 y uno de
ellos es 20 unidades mis que ¢l doble del otro.

;Cuiles son los ndmeros?

312. La suma de los dngulos de un paralelogramo es
360°. Si la diferencia de los dngulos consecutivos
es 20°, determina el valor de cada dngulo.

313. Las edades de Andrés y Luisa suman 61 anos, La
edad de Luisa es 11 afios mis que la de Andrés.
;Cuiles son las edades de cada uno?

314. Julidn y Sebastiin tienen ahorrados $250.000
entre los dos. Si Julidn ha shorrado $70.000 mds
que Sebastidn, ;eudnto ha shorrado cada uno?

16| o

315. Las familias Parrado y Gutiérrez ingresan a un
cinema y pagan boletas para funciones en 3D
y 2D. Si la familia Parrado pagé $63.000 por
dos boletas para 3D y tres para 2D, y la familia
Gutiérrez pagd $73.000 por dos boletas en 3D
y cuatro boletas en 2D, ;cudl es el valor de la
boleta para cada una de las funciones?

316. En un condominio hay 104 apartamentos repar-
tidos en dos edificios. Si en el primer edificio hay
8 apartamentos mis que en el segundo, jcudntos
apartamentos hay en cada edifico?

e Lee y resuelve los siguientes problemas.

317. Por presumir de certero
un tirador atrevido
se encontyi comprometido

en el lance que os refiero:

Y fice, gue ante una caseta
de la feria del lugar
presumid de no fallar

ni un tive con la escopeta,

y el feriante alzando ef gallo
un duro ofrecid pagarle

por cada acierto y cobrarle
a tres pesetas el fallo.
Dieciséis veces tive

el tirador afamado

al fin dijo, despechado

por los tiros gue falls:

“Mala escopeta fue el cebo
y la causa de mi afrenta

pero ajustada la cuenta
né me debes ni te debo”

Ytodo el gue atentamente
este relato siguid
podrd decir fdcilmente
csdntos tivos dcertd.
Tomado de Enjembre matemdtico
por Rafael Rudn’gua Vidal,

318. Un recipiente A contiene nueve litros de zumo
de jugo y tres litros de agua; el recipiente B
contiene 12 litros de zumo de jugo y 18 litros
de agua. ;Cudntos litros se deben sacar de cada
recipiente para obtener una mezcla de 7 litros de

agua y 7 litros de zumo de jugo?
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3.2 Métodos de solucion de sistemas
de ecuaciones 3 x 3

LUn sistema de ecuaciones 3 X 3 es un conjunto formado por tres ecuaciones con ' s
tres incognitas. Se puede expresar como ‘Matematicamente o oo s T
ax+by+tez=d Si dos ecuaciones de un

i sistema 3 X 3 son equiva-
ety +gz= lentes, jcomo es la solucin
x+ jy +kz =1 del sistema de ecuadiones?

Método de reduccion

Para resolver un sistema de ecuaciones 3 X 3 por el método de reduccién se realiza lo
siguiente:

# Primero, se toman dos ecuaciones cualesquiera del sistema y se elimina una variable ™
por el método de reduccidn, de tal manera que se obtenga una ecuacidn lineal con dos Recuerda que...
incognitas. La sclucion de un sistema
de ecuaciones 3 X 3, i
existe, & un punto de la

: 2 : forma (x, Y, 2) que satis-
# Luego, se forma un sistema 2 X 2, con las ecuaciones obtenidas en los dos pasos an- face las tres ecuaciones

teriores v se resuelve el nuevo sistema de ecuaciones 2 X 2. del sisterma simulténea-
mente.

# Segundo, se repite el proceso anterior utilizando una de las ecuaciones del primer paso
y la ecuacion restante para eliminar la misma variable que en el primer paso.

# Pinalmente, se remplazan los valores encontrados al solucionar el sistema 2 X 2, en
cualquiera de las ecuaciones iniciales y se halla el valor de la tercera incognita.

AZE) \

Una empresa de construccion tiene tres sucursales en Cuarto, se realiza la suma de las ecuaciones 2 y 3.
Bogota, Medellin y Barranquilla. El ndmero total de x=y =3

ejecutivos de las tres sucursales es 31, de @l forma que —xtytz=-1

¢l némero de cjecutivos radicados en Medellin s 3 z=2 En este cavn se eliminaron x y v.

menos que el niimero de ejecutivos que hay en Bogotd. ) F
Ademés, cl ndmero de ejecutivos en Bogod énl Quinto, se suman las ecuaciones 1y 2.
al de los ejecutivos ubicados en Barranquillay Medellin = x + y + 2= 31

juntos. ;Cudntos ejecutivos estin radicados en cada o =3
cindad? 2 +z=34
Primero, se identifican las incégnitas del problema. Sexto, se remplaza z = 2 en la Gltima ecuacién obtenida
2 Numero de ¢jecutivos en Bogoti. y se despeja x
= Nimero de ejecutivos en Medellin. 2+ z =34
z Nimero de ejecutivos en Barranquilla. 2%+ 2 = 34
Segundo, se plantea un sistema de ecuaciones 3 X 3. 2x f 3‘; -2
x+y+tz=31 (1) gt
x—3=y 2 Luego, se remplaza x = 16 en la ecuacién 2 para hallar
el valor de y.
tz+l=x  (3) i
X~ =
Tercero, se plantea un sistema equivalente al anterior. 16— 3 =,)J.'
x+y+z=31 (1) y=13
x—y=3 (2) Finalmente, se obtiene que hay 16 ¢jecutivos en Bogori,
k —s+ig-tg=—1 (3) 13 gjecutivos en Medellin y 2 en Barranquilla. )

ouantessas | N7
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Aﬁano COMPETENCIAS € interpreto P Argumento-@ Propongo .‘ Emo.a mo,a Soluclono problemas

(1] Responde.

319. ;Cuil es la interpretacién geométrica de la solu-
cion (x, y, 2) de un sistema de ecuaciones 3 X 37

320. ;Cuil es la representacion grifica de la ecuacion
lineal ax + by + ez = 2

321. ;Cuil es el mérodo utilizado en la solucién de un
sisterna de ecuaciones lineales de 3 X 37 Explica
tu respuesta.

. Resuclve los siguientes sistemas de ecuaciones. Lue-
go, relaciona cada sistema con su respectiva solu-

ci('m._
3x+2y+3z=4
322.{2x— 3y—z=—3 a (0,7,4)
xty—2z=35
'x—6y—2z=l
323.{2x+5y+3z=5 b. (3,2, 4)
—x—2y—4z=3
[2¢ — 4y + 5z = —8
324.43x + y — 2z = —1 c. (—1,—2,0)
—x—ytz=-—3
—2c+ 3y +3z=—4
325.{5x — 4y — 2z =3 d (1,2,-1)
dx— 29+ =z=0
3x—2y+=2=13
326.{5x — 2y + 2z = 24 e. (4,1,3)
=3+ y—z=—14
Bx — Sy + 62 =10
327.47x — 2y + 5z =3 £ (3:1,-2)

3x+ 7y + 3z = —11
(n ) Responde y explica tu respuesta en cada caso.
328. Si (4, —8, 3) es solucién de un sistema de ecua-

ciones con tres incognitas, entonces, (3, —8, 4)
es también solucidn del mismo sistema?

329. Si un sistema de ecuaciones lineales de 3 X 3
no tiene solucion, jeudl es su interpretacion
geométrica?

330. Si un sistema de ecuaciones lineales de 3 X 3
tiene infinitas soluciones, jcudl es su interpreta-
cion geométrica?

18| o

331. Encuentra la solucién del siguiente sistema de
ccuaciones, realizando un cambio de variable.

Lz %
X %
S S
g
X Z

Determina los valores de 4, & y ¢ en los siguientes

sisternas de ecuaciones, dada la solucidn.
[2x — 3y + S5z =«
332.43x+ y—3z=b
dx+2y—z=c

(2) 3- 2)

[4x + 3y + 2z = a
333.4bx — 3y + 42 =1
x—2y—2z=c

) 334. Inventa una situacién cuya simbolizacién alge-

braica se represente mediante el siguiente sis-
tema de ecuaciones con tres incognitas. Luego,

(1,2, -1)

resuélvelo.
x+ y=4
y+3z=]l
xt+22=7
8335.R:8uclvc.

La empresa de entretenimiento Jazz tiene tres
proveedores de alimentos y desea realizar un
evento donde se ofrecerdn tres platos de comida:
entrada, plato fuerte y postre.

Se decide contratar los servicios de los tres
proveedores. La siguiente tabla muestra los pro-
ductos adquiridos con cada proveedor:

Plato

Entrada [ *°  Postre
ProveedorA 15 | 25 20
eB 25 | 20 | 5

Proveedor C 20 15 35

Sila empresa pago al proveedor A 345 mil pesos;
al proveedor B, 260 mil pesos, y al provesdor C,
355 mil pesos, ;a qué precio comprd cada plato?
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Ampliacién
Método de determinantes multimedia
Un determinante formado por tres filas y tres columnas se llama determinante de tercer j b c
orden o de orden 3 como se observa en la figura 8. g;{
Para hallar el valor del determinante de tercer orden, se aplica un método conocido como Figura 8

la Regla de Sarrus.
En forma general, la regla de Sarrus se aplica asi,
# Primero, se repiten las dos primeras filas en el determinante inicial.

% Luego, se realiza la suma de los productos de las diagonales, aei + dbc + gbf
¥ luego, se suman los productos de las otras diagonales, ceg + fha + ibd.

2 Finalmente, se restan las sumas obtenidas.

la_b 7
labcl |4 2 f
d e f = g b #|=(aci+ dbc+ gbf) = (ceg + foa + ibd)
ghi La t,‘fr:
e R
Regla de Cramer

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas por el método de deter-

minantes se aplica la regla de Cramer.
axthyteez=d

Para resolver el sistema {ex + fi + gz = & con la regla de Cramer, se tiene que:
ict ot kg =1

D, D D,
x=5;D9é0 y=3’;D%0 z=3;D=/=0
Donde, D es el determinante general, D, el determinante de x, D, el determinante de y
y D, la determinante de z.
ab ¢ ld b ¢ ad ¢ a b d
D=|¢ f ¢ Dx=fbfgi D, =je h g D . =|e fh
ijok 1 j K i1k iji
& EJEMPLO N
=3Ji 25
Hallar ¢l valor del determinante D = 4 —1 6
1 752
Primero, se repiten las dos primeras filas.
-3 25
4 —1 6
1 72
-3 275
4 —1 6!

Luego, se realiza la suma de los productos de las diagonales, asi:

(—3)(-1)-2+4-7-5+1-2:-6=158

St=D L 67 (=3} +2,2: 4= =115

Ahora, ¢l valor del determinante se obtiene al restar las anteriores sumas.
D =158 — (—115) = 273

Por tanto, ¢l valor del determinante es 273.
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EJEMPLOS

Problemas de aplicacion

Para resolver problemas que conducen al planteamiento de sistemas de ecuaciones li-
neales 3 X 3, se siguen los mismos pasos explicados para sistemas de ecuaciones lineales

2X2

1. Tres materiales contienen porcentajes de diferentes
elementos, carbén, cromo y hierro, como se muestra
en la tabla. El material A es un tipo de hierro forjado,
el material B es un tipo de acero inoxidable y el ma-
terial C es un tipo de hierro fundido. ;Cudnto mate-
rial de cada tpo se puede formar con 20 toneladas
de carbono, 45 toneladas de cromo y 600 toneladas
de hierro?

Material A Material B Material C

Hierro 99% 849 93%
Carbén 1% 1% 4%
Cromo 0% 15% 3%

Primero, se identifican las variables.

x: Cantidad de material A,z Cantidad de material C.
y: Cantidad de material B.

Luego, se plantean las ecuaciones.
0,99x + 0,84y + 0,93z = 600
0,01 + 0,01y + 0,04z = 20
0,154 + 0,03z = 45

Ahora, se calcula los determinantes D, D, D, D_

lsa de hierra.
Usa de carkan.

Usa de cromo,

Por tanto, la cantidad que se produce del material A es 9
toneladas, del material B es 211 toneladas y del material
C 445 roneladas.

2. Tres familias asisten a una fundién de teatro. La
familia Romero compra 3 entradas para adultos,
2 para adolescentes, 1 para nifios y paga en total
52.000 pesos. La familia Gémez compra 2 entradas
para adultos, 2 para adolescentes, 4 para nifios y
paga en total 60.000 pesos. La familia Pérez compra
2 entradas para adulto, 3 para adolescentes, 3 para
nifios y paga en total 62.000 pesos.

:Cudl es el precio de entrada para un adulto, un
adolescente y un nifio por separado?

Primero, se eligen las variables del problema:

x Valor de la entrada de un adulto.

7= Valor de la entrada de un adolescente.

z: Valor de la entrada de un nifo.
Luego, se plantea el sistema de ecuaciones.

3x + 2y + 2z = 52.000 Familia Romero
2x + 2y + 4z = 60.000  Familia Gémez

0,99 0,84 0,93 2x + 3y + 32 = 62.000  PFamilia Pérez
D =10,01 0,01 0,04 = —0,0045 Se plantean los determinantes y se resuelven.
¢ 10,0 1321 52.000 2 1|
600 0,84 0,93 D=22 4’ D, =|60.000 2 4
D, =20 0,01 0,04/ = —0,0405 2:3 3 62.000 3 3!
45 0,15 0,03 3 52.000 1 I3 2 52.000|
D,=|2 60.000 4 D, =|2 2 60.000
0599 600 0)93 ¥y 2
D,=|0,01 20 0,04 = 0,945 2 62.000 3 2 3 62.000
0 45 0,03 Se aplica la regla de Cramer para encontrar el valor de
0,99 0,84 600 las mcggmmx.
D, = 0,01 0,01 20 = —2,0025 x = ox = 120000 _ 10000
0 0,15 45 D —12
Luego, se determina el valor de cada incognita. D _
*D —0,0405 ) 1="n= 9—6300 =80
x = —_— = —, 9
D —0,0045 D, —72.000
D z=—4 = S = 6.000
=t = —0,9495 _ 5. D -12
YT D T —0,0045 Por tanto, el valor de la entrada para adultos es de 10.000
e % " :3 ggis = 445 gc[:&(;:), para. adolescentes es 8.000 pesos y para nifios,
L , 0045 ; pesos. J
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Afianzo COMPETENCIAS

Estandares Pensamientos numérico y variacional ['

1) Interpreto -\9 Argumento »@ Propongo-ﬂ E}erdtooo Soluclono problemas

(3 Explica mediante un ejemplo cada regla.
336. Regla de Sarrus.
337. Regla de Cramer.

J Responde y explica tu respuesta,

338. ,:Cuzil serd el valor de un determinante 3 X 3
que tiene dos filas igua.lcs?

339. ;Cuil es la solucién de un sistema de ecuaciones
3 X 3 cuando el determinante general es cero?

. Encuentra el valor de los siguientes determinantes.

30 -1 231
340.|2 3 —2‘ 343. —3 8 5'
10 4 -621
=2 1553 1 4 3
341.| 0 -2 4 344. -2 —8 —6
-3 1:2 2 11
6 -3 1 1. =2. 5
342.| 5 0 3 345. 0 -3 l‘
-2 1 -3 0 0 -2

a Resuclve los siguientes sistemas de ecuaciones con la
regla de Cramer.
x—4y+z=5
346.{4x — y+ 2z =3
2xx—3y—3z=4

S5x — 2y — 3z =1
347.{2x — y+ 2= —2
Ix+3Iy—22=3

x—y—g=2
348. 2.x+)'+4z=—2
=3+ ytz=3

£ 349. Inventa una situacién de inversién de capital
cuya solucién se represente mediante los si-

guientes determinantes. Luego, resuélvela.

0,07 0,09 0,15
D= 0,05 0,08 0,19
0,08 0,11 0,09

39.900.000 0,09 0,15
D, = 42.500.000 0,08 0,19
34.100.000 0,11 0,09

e Resuelve cada situacion.

350. Algunos alimentos pro-
porcionan minerales y
vitaminas necesarias
para un dptimo estado
de salud. La siguiente
tabla muestra ¢l conte-
nido, por porcidn, de calcio, fésforo y vitamina

C de tres frutas.

Frutas Calcio (g) Fésforo (g) Vitamina C (g)

. Fresa 0,22 0,23 0,7 |
(Guaysba 02 | 035 075 |
_ Naranja | 0.4 0,2 J 0,55

Si una dieta nutricional recomienda consumir
3,26 g de calcio, 3,24 g de fasforo y 8,05 g de
vitamina C, entre otros minerales y vitaminas,
scudntas porciones de cada fruta se deben con-
sumir, para cumplir la dieta propuesta?

351.La compaﬁl’a de accesorios
M&R distribuye a tres alma-
cenes pulseras, sombreros y
bolsos. El almacén A recibe 80
pulseras, 50 sombreros y 25
bolsos y paga a la compaiiia
641.000 pesos; el almacén
B adquiere 55 pulseras, 35
sombreros y 40 bolsos por un
total de 716.000 pesos, y el
almacén C, adquiere 60 pul-
seras, 40 sombreros y 30 bolsos pagando a la
compania un total de 630.000 pesos. ;Cudl es
¢l valor de cada articulo?

352. Para una ferda escolar, los estudiantes de grado
noveno realizaron la venta de cuadernos, mar-
cadores y bo]fgraﬁ)s. El gr:u.lo 9.24 vendid 30
cuadernos, 10 marcadores y 25 lm]l’gmfns. ¥
recolectd un total de 69.000 pesos. Los estu-
diantes del grado 9.°B vendieron 40 cuadernos,
5 marcadores y 20 boligrafos y recolectaron un
total de 72.000 pesos. En ¢l grado 9.°C ven-
dieron 20 cuadernos, 6 marcadores y 30 boli-
grafos, y recolectaron 58.800 pesos. ;Cuil fue el
precio de cada cuaderno, marcador y boligrafo
vendidos?
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Audio
() ——",

[resumen)

Funciones
* Eswblece cuiles de las siguientes relaciones son
funciones. Justifica tu respuesta,

353. R, = {(—5, 3), (—4, 3), (—3, 3), (-2, 3),
(-1, 3): (01 3)}

354. RZ =~ {(_3; _6); (—3, 6): (_2» 2): (_2) _2)}
355. R’ = {(—4) 2)) (—41 6)» (—4a 8), (—4) 10)}
356. R = {(—2, —1),(—1,0) (0, 1), (1, 2)}

* Identifica el dominio y el rango de las siguientes
funciones.

357. 54 B 358.
] 2 f
\ - - v l-:ll.l.
‘ 4 -2} 24 4
|
M =
Domf=____ Domf=____
Ranf=_ Ranf=_
* 359.Realiza la grifica de la siguiente funcién de
variable real,
:

' Ahora, realiza la grifica de las siguientes funciones
en tu cuaderno.

360. g(x) =x— 4
. Completa.

362. Si ¢l dominio de fix) = 1 — x es [~2, 4], en-
tonces, ¢l rango de la funciénes |
363. Siglx)=ax+ by{(—2,4), (2, —2), 4} esun

subconjunto de g, entonces, el valor de la expre-
sion gt + 46 — 2(6igua]a

361. y = 2x%

Linea recta

* 364. Determina los cortes con los ejes coordenados
de la siguiente funcién. Luego, realiza su gra-

fica.

y=2x+5

Y Grafica las siguientes funciones en tu cuademo y
determina los puntos de corte con los ejes.
365.y=4-§x 367. Zx—;y'i'l=0

sl o

366. y——3x—4 368. gx+l+4y—0

¥ Escribe la ecuacién de la recta de acuerdo con las
condiciones dadas.

369. Pasa por (4, —3) y tiene pendiente ; .

370. Pasa por los puntos (5, 1) y (—3, —2).

371. Es paralelaala recta 2x + 3y — 1 = 0 y pasa por
(=1¢1):

C

C

C=

&

|

372. Es perpendicular a la recta x — 2y = 4 y pasa por
(—3,0).

. Observa la grifica de cada recta. Luego, completa.

373. 374.
1 %
N .
2 N2
4 (2’9) 8-y --0. e R e
=3 T 1 =0 i's
—2 ~2 :
(0,—4) $ \
_.(‘ _4: -.\

Interceptos con los ejes:  Interceptos con los gjes:

Pendiente:

Ecuacidn:

Pendiente:

Ecuacion:

| &

I

i

e_

L

c_

|
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' 375. Grafica las funciones
f=3—-x ¥ g(x)=-%x+5
en el mismo plano cartesiano. Luego, deter-

mina en qué punto se cortan.

.Rmc]vc.

376. La funcién lineal flix) = ax + & interseca al ¢je x
en —2 vy al eje y en 4. Caleula el valor de @ + £2.

377. Caleula el drea del tridgngulo rectingulo deter-
minado por los ¢jes de coordenadas y la recea de

ecuacion 4x — 3y — 12 = 0.

378. Halla la ecuacién general de la recta mediatriz del

segmento AB, teniendo en cuenta que A(—4, —3)

y B(3, 2).

Sistemas de ecuaciones lineales

*® Resuchve por el método que se solicita. Luego, es-
cribe la silaba correspondiente en cada casilla para
descubrir el lugar que alberga dos de los cuatro

fésiles de cronosaurios del mundo.
Sistema Método Silaba
o A lgualacién VA
Sx =2y =
380, |7~ 3= "1 Sustitucion  LEY
dx — 6y =8
381. {3" ~y=1 Reducdién VI
4x + y= 7
x+55=8
382. Regla de Cramer  DE
3x—T7y=2
goae [HT="0 s o
—3x+2=4
b I

| |

2 ‘i_‘,),.l(“z.’_”_‘?l: 6.0 | 07,10 6.6

P Resuchve.

384. La edad de Sandra es el doble de la de Patricia
disminuida en 5. Si las dos edades suman 40 anos,
ceudl es la edad de cada una?

385. El doble de la suma de dos nimeros es 72 y su

diferendia es 8. ;Cudles son los niimeros?

® Resuelve cada sistema de ecuaciones. Luego, com-

pleta.
x+ytz=10
Wk {2t jras1s hwdectosza
x—yt22=9
2= 3yt z=3 El valor d
387, {x— y—z=1 valor de =z’ es

3x+ 2y —5z=11
9 388. Resuclve el siguiente sistema aplicando la

regla de Cramer.
mtnt p=11
m—nt3p=13

2m+2m— p=7

@ 389.Halla el valor de cada figura para que se
cumpla la suma de cada fila, columna y dia-

gonal.

m e * 6 .-
| | clis ;=—
*| & *%|13 *=:
10/ 7| 17|16

@ 390.La suma de las tres cifras de un nimero es
18. La suma de la cifra de las centenas y la
cifra de las decenas excede en 10 a la cifra
de las unidades, y la suma de la cifra de las
centenas y la cifra de las unidades excede en 2
a la cifra de las decenas. ;Cudl es el nimero?
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Dos ciudades Ay B distan 1.440 km una de otra, y B se ubica al este de A. Un avidn vuelade Az Ben 1,8 horas y
luego regresa en 2 horas.

Si el viento sopla con velocidad constante de oeste a este, calcula la velocidad del viento, la del avién sin
viento y el tiempo que tardaria en realizar el recorrido de A a B en un dia sin viento.

Comprende el problema.
:Cudles son las preguntas del problema?
¢Cudl es la velocidad del viento? ;Cuil es la velocidad del avion sin viento? ;Cudnto tiempo gastaria el
avion en realizar el recorrido de la ciudad A a la B en un dia sin viento?
:Cuiles son los datos del problema?
Las ciudades A y B distan 1.440 km. La ciudad B se ubica al este de la ciudad A.

Un avién vuela de A a B en 1,8 horas y luego regresa en 2 horas. El viento sopla con velocidad constante
de oeste a este.

Elabora un plan y llévalo a cabo.
Primero, se identifican las variables y se realiza un dibujo con los datos, que sirva como guia para resolver
el problema.

Velocidad del avidn: ¢

—

Velocidad del viento: =

jl 1440 km. .B
v Velocidad del avion sin viento. v': Velocidad del viento.
Segundo, se plantean las relaciones y las ecuaciones.
v+ »": Velocidad de ida, cuando el avidn va a favor del viento,
v — 2" Velodidad de vuelta, cuando el avidn va en contra del viento.

1.8 = 1,8  FEouacion del tiempo de ida. _Lﬁﬂ'. =2 Feuarion de tiempo de vuelia.

v+ o v— v
Tercero, se aplican los procedimientos algebraicos relacionados con sistemnas de ecuaciones.
+ v = 800

Luego, el sistema resultante es: : 0

v—1¢ =720
Se resuelve el sistema por reduccion. Es decir, sumando las dos ecuaciones, asi:
v+ = 800 Eriach v+ v = 800 Ecuacion.

vaciones,

v—o =720 760 + ¢' = 800 Seremplazz ¥ por /60,
2y = 1.520 Se suman las ecuacionss. v = 40 Sedespaja .
v =760 Sedespajav.
Ahora, ¢l tiempo que tardaria el avién con viento en calma es:

1.440

260 21,8952 1h 54 min

Verifica y redacta la respuesta.

Se verifica que las soluciones sean correctas. Luego, se tiene que la velocidad del viento es 40 km/h, la
velocidad del avion sin viento es 760 km/h y ¢l tiempo que gastaria el avidn sin viento es aproximadamente
de 1 hora y 54 minutos.




Resuelve las preguntas 391 y 392, de acuerdo con la
siguiente informacién.

El concesionario “La formula” desea adquirir dos tipos
de automdviles A y B dltimo modelo y cuenta con un
presupuesto de 670 millones de pesos.

391. Si ¢l concesionario compra en total 25 automd-
viles, donde cada auto A tiene un costo de 40
millones de pesos y cada auto B un costo de 25
millones, jeudntos automaviles se compra de cada
tipo?

. Como las ventas de estos automoviles fueron un
éxito, la compafia decide adquirir 10 autos mds
del tipo A y 20 autos del tipo B. ;Cudl es la inver-
sion que debe hacer la compania?

Después de dos horas de iniciada una fiesta, se retiran
10 mujeres y se observa que el mimero de hombres es el
doble que el de mujeres. Luego, se retiran 45 hombres
y se observa que el niimero de mujeres es el doble que
el de hombres.

393. ;Cudntas personas asistieron a la fiesta?

En clectricidad se aplican las leyes de Kirchhoff para
determinar las corrientes de un circuito. El siguiente

sisterna de ecuaciones lineales muestra la relacion entre
las corrientes que aparecen en el circuito.

L+I,—I,=0
204, — 12, =3
12L + 8L, =5

394. Encuentra ¢l valor de cada
una de las corrientes £}, £ y £;.

Para producir leche semidescremada que conserve el

40% de su grasa, se mezclan dos tipos de leche: una con

20% de grasa y otra con 70% de grasa.

395. ;Cudntos litros de cada tipo de leche se necesitan
para producir 200 litros de leche con el 409 de

grasa?

Un nutricionista recomienda consumir diariamente al
menos 544 mg de calcio, 26 mg de hicrro y 370 mg
de vitamina C. La siguiente tabla muestra los compo-
nentes de algunos alimentos:

Alimmm Hierro mg Vitamina C mg
[ & 2 1 25
. B

C

\

20 2 10
) 8 J 3 45

396. ;Cuintas unidades de cada alimento se deben
consumir para cada uno de los componentes de la
dieta?

Para la fabricacién de tres muebles se cuenta con tres
departamentos de produccién. El departamento A que
produce 150 muebles al mes, el departamento B que
produce 200 muebles y el departamento C que pro-
duce 175 muebles. Cada departamento fabrica sillas,
mesas y libreros. La siguiente tabla registra el nimero
de personas que trabaja en cada departamento segiin el

mucble que se va a fabricar:

| A 2 | 3 | z |

. B | 2 1 1 J 5 4
. c J 3 ) 2 3
397. ;Cuidntas sillas, mesas y libreros se fabrican men-

sualmente?

398. Sean » un nimero natural y m el que resulea de
escribir en orden inverso las cifras de 2.
Determina si existen ndmeros de tres cifras que
cumplen 2m + S = 5, siendo S la suma de las
cifras de n.




&‘ Y esto que aprendi, ;para qué me sirve? |

..Para entender |3 oferta, la demanda

Galerla de
imdgenes

y el equilibrio de mercado en economia.

El mercado esti constituido por vendedores y com-
pradores. Cada uno de ellos tiene sus expectativas de
produccion, es decir, la cantidad de bienes o servicios
que los vendedores estin dispuestos a ofrecer (oferta) y
la cantidad de bienes o servicios que los compmdorts
estin dispuestos a adquirir (demanda). Estas expecta-
tivas generan las fundones de oferta y demanda, que en
algunos casos estin representadas por grificas lineales o
cuadriticas.

El madelo de oferta y demanda establece que, en condi-
ciones de libre mercado, el precio de un bien determina
la cantidad de productos ofrecidos por los productores
y la cantidad de productos requeridos por los consumi-
dores. La lcy de la oferta indica que, a mayor precio de
un bien, mayor serd la cantidad que ofrecerdn a la venea

los productores. Por el contrario, la ley de la demanda |

establece que cuanto ms alto sea el precio, los consu-
midores estardn menos dispuestos a comprar. De esta
manera, vendedores y compradores interactdan para
determinar el precio final de un bien, es decir, el punto
de equilibrio entre la oferta y la demanda.

El punto donde se cruzan las grificas de los modelos de
oferta y demanda corresponde al punto de equilibrio
del mercado.

r
’
Gréfica de oferta
\
® 9 3
" e :
) N
% " #_ (myn)  Punto deequilibrio
£
E \‘Griﬁudedcmnndl
- sy
Cantidad de equilibrio =

Esto significa que la cantidad ofrecida y la cantidad de-
mandada de un bien o producto es la misma, por lo que
el precio correspondiente a ese punto es llamado precio
de equilibrio. El punto (m, n) en el que se intersecan las
dos ecuaciones se denomina punto de equilibrio.

126 srissne

El precio de equilibrio 7 es el precio con el cual los con-
sumidores adquirirdn la misma cantidad del producto
que los fabricantes estarfan dispuestos a producir.

Para encontrar esta coordenada (m, #) se debe conocer
las ecuaciones de oferta y demanda para un producto y
resolver el sistema de ecuaciones, asi se encuentran los

valores de equilibrio para la demanda v la oferta.

1. ;Qué factores pueden hacer variar la demanda? ;Y
la oferta?

3. Si el precio baja, ;qué sucede con la demanda? ;Y si
¢l precio sube?

4, ;Cémo se estima la demanda de juguetes en Na-
vidad?

5. En una fibrica de jeanslas ecuaciones de demanda y
oferta para el producto son: p = —200¢ + 180.000
y p = 40c + 60.000, respectivamente.

a. Determina el punto de equilibrio.
b. ;Qué significan los valores encontrados?
c. Halla ¢l punto de equilibrio graficamente.

6. Determina el precio unitario de equilibrio que ne-
cesita un comerciante despuds de que al producto
que vende se le incrementa $20,35 por unidad, si las
ecuaciones de oferta y demanda, respectivamente,

son:

19,98p + 9c — 138.900 = 0y
~15,90p + 8,72¢ — 131.220 = 0,



Trabaja con Microsoft Mathematics ) x

Objetivo: analizar los métodos de solucién de sistemas de ecuaciones linealesde 2 X 2y de 3 X 3.

Descripcion: identificar y representar la selucion de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas
en &l programa Maternaticas de Microsoft.

Para acceder a Microsoft Mathematics, ingresa Ingresa cada ecuacion en el cuadro respectivo.
y descarga el programa en www.microsoft.com/ Luego, para determinar el valor de x y y, haz clic
download/en/search.aspx?q=Math en Resolver, como se muestra en la figura.
O Haz clic en Microsoft Mathematics. =
@ Observa la ventana que se despliega. Luego, =y =
selecciona la opciéon Herramientas y haz clicen wired =
x = ? Solver de ecuaciones, como se muestra . &

en la ilustracion. ze e
9 Observa la solucion en la Hoja de célculo.

Luego, selecciona Pasos de solucion mediante

—) — = sustitucion, para estudiar el método de sus-

.....-J‘ ) titucion en la solucion de sistemas de ecua-
I.M . .

g ciones lineales de 2 X 2, como se muestra en
,‘:{R\ ~ DN % la figura.

et ol s pa 5+ Syadl)

T P b bl s

L

L L SUS )
bae '- yu g
Ly=1

! (v bl Mg g o W

0 Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

© Observa la ventana que se despliega. Luego, x+2—4z=17
selecciona Resolver un sistema de 2 ecua- X —y—3z=—1
ciones, para resolver dos ecuaciones con dos
incognitas. Para solucionar las ecuaciones, haz Xy ok 2 mnd

clic en el cuadro denominado Ecuacién 1 y Para ello, ingresa cada ecuacion, en el cuadro
escribe la primera ecuacién. A continuacién, respectivo. Luego, para determinar el valor de
haz clic en el cuadro denominado Ecuacién 2, X, ¥ y z, haz clic en Resolver, como se muestra
escribe la segunda ecuacién, como se muestra en la figura.
en la figura. - !
-—-@ =
Sclen 00 C TV - ymr
e e =
-l —
e e
L
_ ® Utiliza Microsoft Mathematics para solucionar

cada sistema de ecuaciones:

© Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones: a. xx—y=-1,2x—y=3
{—4x+y=5 b. 5x+y=6,10x+ 2y =24
Bt e ¢ —X+y=10,x+2y=4
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Estandares: pensamientos numérico
y variacional

< Tu plan de trabajo...

# Comprender las caracteristicas de Iz funcion
cuadrética v su representacion gréfica.

* Resolver ecuaciones cuadraticas y aplicarlas
a la solucion de problemas.
# Conacer las ecuaciones reducibles a ecuaciones
cuadraticas y resclverlas por diferentes métodos.
# Splucionar problemas de aplicacion de ecuaciones
cuadraticas en diferentes contextos.

Libromedia €

EJ Evaluaciones:
v De desempeno

1 Audios

4 Imprimibles
= 3 Enlaces web

v Prueba Saber

B 3 muttimedia

1 Galerlas

B 5 Actlvidades

5

. Funcidn y ecuacion cuadratica

1.

Determina cual de las siguientes parejas ordenadas
pertenece a la funcién gi{x) = ;/ -7

a. 0,7 b G2 o1, —%)
Escribe la tabla de valores gue corresponde a la
funcion y = 4x — 5.

Resuelve las siguientes ecuaciones.

a. Sm—3=2 béx+7=3x c ;y*B
Halla el valor de yen la expresion y = 2x2 — 7x + 1
a partir de los siquientes valeres de x.

a. x=40 b.x==-2 ea¢x=-3 d.x=5
Factoriza las siguientes expresiones algebraicas.

C 9%+ 6x+1
d 22—11x—6

a. x2—4
b. x2—10x + 25



\\' Y esto que vas a aprender,
ipara qué te sirve?

..Para saber como se genera
una radiografia.

Una radiografia, es una imagen que se toma del
cuerpo humano, se registra n una placa fotogré-
fica o de forma digital y sirve para analizar partes
del sisterna dseo del cuerpo especialmente. Esta
imagen se genera cuando se expone al receptor de
imagen radiogréfica 2 una fuente de radiacion de
alta energia procedente de isdtopos radiactivos. Las
sustancias radiactivas que se necesitan para tomar
una radiografia se producen con un dispositivo de-
nominada ciclotron.

% Lee mas acerca de este termna en la pégina 158.

a+b=—py
g=ab
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Historia de
las matematicas

' Lafuncién cuadratica

' ylaparsbola
Histéricamente la pardbo-
la surgié en forma inde-
pendiente al concepto de
funcién cuadrdtica. B ma-
tematico griego Apolonio
de Perga (262-190a.C ) fue
guien propuso el nombre
de parabola en su libro
Sotbwe las secaones conicas.

Sin embargo, solo fue en
el siglo ¥\l cuando Galileo
Galilel {1564-1642} rela-
ciond la pardbola con la
trayectoria de proyectlles,
dando origen a lo que hay
S¢ conoce COMO Movi-
(nlento parabdlica.

Recurso
ﬁ.' Imprimible

1. Funcidén cuadratica

El estudio de las funciones cuadriticas se aplica en la ingenierfa civil para resolver pro-
blemas especificos como la construccion de puentes colgantes que se encuentran suspen-
didos en uno de los cables amarrados a dos torres. Por su parte, los bidlogos utilizan las
funciones cuadriticas para estudiar efectos nutricionales de los organismos.

Una funcién cuadratica es una funcion de la forma fix) = ax? + bx + ¢, donde g,
byc€ERya#0.

Por ejemplo, las funciones g{x) = 732+ 3x+ 1, ) = =32 + By blx) = —4x*s0on
fundones cuadriticas. A las funciones cuadrdticas también se les denomina funciones

de segundo grado porque el exponente del término ax? es 2.

1.1 Grafica de una funcion cuadratica

La representacion grifica de una funcion cuadritica es una curva llamada paribola, la
cual puede abrir hacia arriba o hacia abajo.

Si en la funcién fiz) = a2 + bx + ¢, se cumple que 2 > 0, la pardbola abre hacia arriba.
En cambio, si en la funcién flx) = & + bx + ¢ se cumple que 2 << 0 la pardbola abre
hacia abajo.

Recuerda que...
£l intercepto es el punto

de corte entre dos gra-
ficas.

130] geastsn

Cuando una paribola abre hacia arriba el
punto minimo es el vértice.

Y

Cuando una paribola abre hacia abajo ¢l

punto méiximo es ¢l vértice.

¥

Las coordenadas del vértice Vse representan (5, &) y se determinan mediante las expre-
i - - b — —.i

siones e yk f( 24)

El dominio de una funcidn cuadritica es el conjunto de los nimeros reales [, y el rango

es el intervalo [£, +9¢) si la paribola abre hacia arriba o es (—, £] si la paribola abre

hacia abajo.

La recea paralela al eje y que pasa por ¢l 1 ! Eje de simetria
vértice de la paribola, se denomina eje de Intercepto con : [
simetria. dgey—, 1 |

\ ' /
Para hallar el intercepto de la paribola \ ) } ptos con
con en el ¢je y, se remplaza x = O en la oY ddex
expresién y = ax® + bx + ¢, y para hallar . ‘/? ,,/ .
los interceptos con ¢l eje x se remplaza l \ ;/me =

y=0.
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1.2 Tipos de graficas Acthidad
de funciones cuadraticas

Segiin los valores de a, &y ¢ en la expresion y = ax? + bx + ¢ hay cuatro casos que se
deben tener en cuenta para graficar una funcién cuadritica:

nﬂx)=ax2
#f) = e+
# fl) = a? + b

#fl) =axt+ bt

Caso 1. f(x) = ax®, dondeb = 0yc = 0.

En este caso las pardbolas tienen como vértice el punto (0, 0) ¥ como eje de simetria el

eje . Ademis se cumple que:

% Si @ = 0, la pardbola abre hacia artiba.

% Si |la| = 1, la pardbola es mis estrecha que la paribola que representa a la funcién
gy = »% en donde 2 es igual a 1.

# Si 0 < | << 1, la pardbola es mis ancha que la pardbola y = 2.

.I I Oll I ‘
{Puede la grifica de una
funcién cuadrdtica abrir

hacia la izquierda o hacia la
derecha? jPar qué?

Graficar las funciones flx) = 3 x, g9 = 2 rlx) = 222y bix) = 222 en ¢l mismo
plano cartesiano. Luego, compararlas.

Primero, se realiza la tabla de valores, remplazando los valores de x en cada una de las
funciones y calculando los valores correspondientes.

% -1 -2 0 1 2
Y | 2 0 = | 2
fe 2| | 2
£ 1 4 0 1 4
() 2 8 0 2 { 8
b(x) -2 -8 | 0 | -2 | -8

Luego, se ubican los puntos en el plano cartesiano y se traza cada
pardbola.

Finalmente, se comparan las paribolas con respecto a la funcion
glx) = 2

La funcion flx) = -%xz es mds ancha y la funcién r(x) = 222 =

es mads angosta. Esto se puede observar en las grificas de color
negro y color azul.

Lafuncién blx) = —2x2 es igual de ancha que la funcion #{x), pero

verde y color azul.

abre hacia abajo. Esto se puede observar en las grificas de color |




Caso 2. f{x) = ax2 + ¢,donde b = 0.

La grifica de la funcién flx) = @ + ¢ se obtiene trasladando ¢ unidades la grifica de
flx) = ax®. Si ¢ = 0, la traslacion es hacia arriba. En cambio, si ¢ << 0, la traslacion es
hacia abajo.

En este caso el gje de simetria de la paribola es ¢l eje y v las coordenadas del vértice son
(0, ¢}

Caso 3. f{x) = ax2 -+ bx,dondec = 0.
En este caso las coordenadas del vértice (A, &) se pueden hallar por medio de las expre-
b

siones b =

T k= f(— 2’;} El ¢je de simetria es una recea paralela al eje y cuya
expresion algebraica es x = — ﬁ :
EJEMPLOS
5 1. Graficar la funcién flx) = 52 — 3.
1 ¢ Primero, se establece qué caso es. Como & = 0, la funcién corresponde al caso 2 y, por
d tanto, es de la forma flx) = @ + ¢, donde @ = 5 y ¢ = —3. En este caso, ¢l eje de
- =le‘ SEEY simetria es el eje yy el vértice es (0, —3).
".=' ! Luego, se realiza una tabla de valores.
B S - ) ] o ] ) -
Fh=se2=3 fix) 72 l -3 | 2 |
T Finalmente, se ubica el vértice y las otras parejas ordenadas de la tabla, y se traza la pa-
Figura 1 ribola como se muestra en la figura 1.
2. Graficar la funcién flx) = =222 + x
Como ¢ = 0, la funcion es de la forma flx) = ax* + bx, que corresponde al caso 3. Por
tanto, se realizan los siguientes pasos:
Primero, se determinan las coordenadas del vértice (A, &) asi:
a=-2 y b=1 Seidentifican los valores de o y de £
PO SUNE e i b
b= 24 20-2) " 4 Se determina la coordenada en e del vértice.
" B T 14 A Tme) | G dedaring b s dal vértica
| 4 f(4) +2(4) + (4) g deterrnina Ia coordenada en y del vértice.
Sl = —2x2+ x De donde se tiene que el vértice de la paribola es (}i , ;)
=21 11/1 \2
/ \ 23 Luego, se realiza una tabla de valores.
Fle g
! ! \ - -~ - ~ - -
f—a 1\ x -3 | -2 -1 0 1 2 3
J \ o
Fid Ty £ <ot ) =10:) =3 ] 0 ] =1 ) =6 ] s
| |‘ —— - — _— - fe— - -’
™ ' Finalmente, se ubican los puntos y se traza la pardbola teniendo en cuenta que el eje de
Figura 2 simetria es la recta x = ‘]i La paribola se muestra en la figura 2.

1 =/ P -
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Caso4. fix) =ax?+bx+c.

En este caso la grifica de la funcién se obtiene trasladando ¢ unidades la grifica de la
funcién flx) = ax? + fx Cuando ¢ > 0, la traslacion es hacia arriba y cuando ¢ << 0 la
traslacion es hacia abajo.

Graficar la funcién flx) = 2* — 2x + 3.
Primero, se determinan las coordenadas del vértice (4, ). . ,
e — - \ist /
st 20y =1 ¥ k= f)=1"-2()+3=2 C /
De donde obtenemos que el vértice es (1, 2) y el ¢je de simeeria es la recta x = 1. \ f
AN 7 13
Luego, se realiza una tabla de valores. ",. "¢ /
. < : S =a2-2x+3
, _ ' _ bl- /
o 2 1 ' 0 ’ 1 | 2 \ /
f) no 6 3 2 ) 3 o, t)\\i/z ¥
—20 N P = 2 3
Finalmente, se traza la pardbola ubicando el vértice y los otros puntos de la tabla Ll
de valores. La grifica de la funcién fix) = 2? — 2x + 3 se obtiene al trasladar la grifica : :
de g{x) = 2 — 2x tres unidades hacia arriba, como se muestra en la figura 3. Figura 3
5 J

€ interpreto « L9 Argumento « Propongo -« ‘ Ejercito « ° Razono ‘ Modelo
Afianzo COMPETENCIAS -
£ Identifica cudles de las expresiones representan fun- a Determina el vértice de cada pardbola.

ciones cuadriticas. Justifica tu respuesta. 16. h(x) = =322
L. Ax) =2 5. =3x+4 S

x| w(x) x 17. 909 = ! 3
2. nl)=2¢ 6. ¢()=5¢ + 7y 18, mi) = =22 + 2
3. p=27 7. m0) = x + %2 19.4() = —2¢ + 5 2
4. 40y =27 8. tW=y2+—x 20. w(x) =+ x4 1

< 2
) Completa la expresion con el término que falta para 2L.mlx) = —x*+ E}

que la paribola cumpla con la condicién dada. D I r—
9. #x) = |+ x — 1, abre hacia arriba. que define cada paribola.

10. m(x) = 22 + ||, tiene vértice (0, 0). - S
1L h(x) =[] 2 — , abre hacia abajo.

12, ¢(x) = 22 + ||, suintercepto con el eje yes 1.
13. 1) =[]+, abre hacia absjo.

14. s(x) = =2 + D — 5, su intercepto con el e x
es (1, 0).

15. nix) = D — 4x — 3, tiene vértice (1, —3).
AN b I 133
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. Relaciona cada grifica con la funcién que describe

su ¢je de simetria.
26.
“.
.. 3
|
oo
- = ‘
-2-10 1 2 3
A
27.

a x=—2
b. x=2
¢ x=6

29.
.
4=
2‘ n‘ )
-y o ' 3 ‘-
2 6 |y 10
- ‘;
'
30.
.
‘9
- ) . ' ‘-
-1 0 1 2 3/ 4
- J
'
31.
\ 1
o ZF 1
—-3-2-10 ] 2
d x=-—1
3 x-———l
2
f. x=1

@ Grafica las siguicntes funciones cuadriticas.

32.y= 2
33.y=—«
34,y = 27
35.y=2—1
36.y=2+1
37.y=2#-3

38.p=2+Txt 1
134| o=

39. y= - —1
40.y=—x2+1
4. y=x2>—x
42.}'=xz+x
43. y=— +x
44.]=%xz—x

45. y=—2 +5x+2

Utiliza 6®06eb7 -5 ¢ yna calculadora para
graficar las siguientes funciones cuadriticas en el
mismo plano. Luego, analiza la relacién que existe
entre cada grupo de funciones.

- = - = =l 2 -
46.}'—'32:)' xzs)' x2+1)_7 2X 1
47.y=2xz-y=—2x2,_y=;x2,y=-;x’

- = _ 1 _ 1
48._}!—"4:3)-4::2,)'-—-—2:4‘2,)'—2:42
49.y=x2,y=(x—])2,y=(x—])2+1
50.y=22y="xt-xy=—xt—x—1

() Escribe la ccuacién que modela la grifica de cada
funcién.

51. 53.
| ¥ f ¥
\ 31 ! 1
N2 T —5-4—3-2—1 ] Ix
'\“ 1 "r 1}
B R ETE ! L e e 1 y _2
-2 +1 i 2
_l A / _3 3
' — 4
3 -5
52 54.
¥ J4
1* 5
H . PR — 44
-1 1V2\3 § § )
_ll 1 2 3.
_ﬂ : , 2
—gh! 1
l.
g | ) 1 2 | =
-4 : |l
L

9 ss. Explica el error que se encuentra en el plantea-
miento de la siguiente situacién,

Un jugador de béisbol batea un /it hacia el jardin.
La expresion que permite calcular la altura A(z)
de la bola respecto al suelo se puede expresar
mediante 5(f) = 52¢t — 168 + 3.

956. Escribe dos funciones cuadriticas que cumplan
la condicion flx) y g(x) nunca se interceptan.

gque Viene-.. !i

En las siquientes paginas trabajaras los ceros de la
funcién cuadratica, investigs cémo se representan
 los ceros en 2 gréfica de una funcidn cuadratica.
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1.3 Ceros, raices o soluciones
de una funcion cuadratica

paribola con ¢l gje x.

Dependiendo de que los puntos de corte existan o no existan, se presentan tres casos:

Caso 1. La parabola corta el eje x en un solo punto.

En este caso, ¢l vértice de la pardbola estd sobre el eje x y por esto la funcién tiene una

tnica solucion real.

Caso 2. La parabola corta el eje x en dos puntos.
En este caso la funcion tiene dos rafces reales diferentes.

Caso 3. La parabola no corta el eje x.

m Enlace web

Los ceros, raices o soluciones de una funcion cuadritica son los puntos de corte de la

rk-«uerdd que... \

Cyandc una funcidn
cuadrética no tiene so-
luciones en 105 ndmerqs
reales es poTgUe SUS rai-
s & Ceros sof nimeros

camplejos.

En este caso la funcion no tiene solucion en los niimeros reales,

-

% EJEMPLOS

1. Graficar la funcién flx) = 22 — 2x + 1. Luego, de-
terminar las soluciones reales, si es posible.

Primero, se determina el vértice (4, &) de la pardbola
o 75
h=——"=2=1

2() 2
E=f)=12-201)+1=0

- > | -1 | o] 1] 2] 3
fam 9 | 4 | 1 ) 0o | 1| 4

Luego, se realiza una tabla de valores.

i 5 1
\ |
\ [
\ TR f
3
\ /
\ ot
f;\ /
\ / Six)=22—2c+1
N | A
e e pre—p——
-1 0 1 2 3 4
=y

Finalmente, se traza la paribola.

Como ¢l vértice de la pardbola (1, 0) estd sobre el gje x,
la funcién fix) = »* — 2¢ + 1 tiene una tnica solucién
real queesx = 1,

2. Determinar, a partir de las siguientes grificas, si las
funciones g(#) = £ — 4ty b() = £ — 42+ 5 tienen
raices reales,

: "'b(»]=al—4:+s b
il }
'3 [
1 ‘o T
" '|84 '. !

. '. ) .'

6 ¥l

L4 J

‘{‘)=‘2—4‘

Lafuncidong(s) = £ — 4¢ tiene dos raices reales s = Oy 1= 4.
En cambio, la funcion Af) = 2 — 4z + 5 no tiene raices
reales porque la paribola que la representa no se interseca
con el eje 1.

Como la grifica de A1) se obtiene al trasladar la grifica
de g(#) cinco unidades hacia arriba, ¢l vértice queda por
encima del eje £ de modo que la paribola no lo interseca.

En este caso, si la grifica de g(s) se trasladara cuatro
unidades hacia arriba la funcién tendria una tnica
solucién real.

« | 135



JEs x = — 5 una solucién

de la ecuaclén cuadritica
=4 —=5=07

‘K o4 Q

136] uarsssns

2. Ecuacion cuadratica < B mam.

Una ecuacion cuadrética es una ecuacion de la forma ax? + bx + ¢ = 0, cona, b,
cERya#0.

Dependiendo de los valores de las constantes & y ¢, las ecuaciones cuadriticas se clasifican
en incompletas y completas.

Ecunaciones incompletas: son aquellas ecuaciones cuadrdticas en las que 4 = 0,
¢= Qoque b= 0yc= 0. Porejemplo, las ecuaciones 5x2 — 1 =0, =32 = 0y22 + 6x =0
son ecuaciones cuadriticas incompletas.

Ecuaciones completas: son aquellas ecuaciones cuadriticas en las que el valor de las
constantes & y ¢ es diferente de cero. Por ejemplo, las ecuaciones 522 — 3z + 1 =0y
22— 2x + 1 = 0 son ecuaciones cuadriticas completas.

Resolver una ecuacion cuadratica significa hallar el valor o los valores de la incog-
nita que hacen verdadera la igualdad.

Graficamente, las soluciones reales de una ecuacion cuadratica corresponden a
los puntos de corte de la parabola con el gje x.

2.1 Solucién de ecuaciones
cuadraticas incompletas

Las ecuaciones cuadriticas incompletas se resuelven segiin su forma.

Ecuaciones de la forma ax2 =0

Este tipo de ecuaciones se resuelven asi:

a? =10

x2=0 Sedivide entre o en ambs lados d2 la iqualdad

x=0 Seexiraelarelz cuadrada.

Luego, todas las ecuaciones cuadriticas de esta forma tienen como dnica solucion

x={.

Ecuaciones de |a forma ax2 + bx = 0
Para resolver ecuaciones cuadriticas que tengan esta forma se realizan los siguientes
PGS()S:
axt + be= 10
xax+ 5 =0 Se factoriza x.
x=0 o acx+b6=0 Seiqualascencadsfacne
b

x=0 o x= o Se rewuelve cada ecuacian,

Por tanto, las ecuaciones de esta forma tienen dos soluciones reales diferentes x; = 0 y

e B
Xy = 24



Ecuacionesde laforma ax2 + ¢ =0
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Para resolver las ecuaciones cuadriticas que tienen esta forma, se realizan los siguientes

pasos:

at+ec=0

ad = —c Se resta c en ambos lados de la igualdad.

3= —i Se divide entee o en ambes lados de la iqualdac.
—

x==f —': Se extrae raiz cuadrada,

Por tanto, las ecuaciones de la forma ax® + ¢ = 0 tienen dos soluciones:

o, SN — <
X= +\.. P £ 7 Tk [ —&

vV a4
EJEMPLOS

~
Resolver las siguientes ecuaciones cuadriticas.
a 5x2—-10=0 b. 4x2 + 64x =0
Se realizan los siguientes pasos: Se realizan los siguientes pasos:
5x2=10  Sesume10enambs lades. 42 + 64x =0
2=2 Se divide entre 2. dx+16) =0 Se factoriza.
x=%J2  Seedrela i aateda. 4x=0o0x+ 16 =0 Seigualaalada factar
Las soluciones de la ecuacién son x; = +v2 ¥ x=00x=—16 Se resuelve cada ecuadidn,
sz = -/2. Las soluciones de la ecuacion son g = 0y = —16. J

Afianzo COMPETENCIAS

@ Ejercito - § Razono - ] Soluciono problemas

. Resuclve las siguientes ecuaciones cuadriticas in-

completas.
57.22 =0 66. —3x2 = 48
58. —7x2=10 67. 16x* = 2x

59. —2x2 + 4x =0 68. 729 = 9x2

60.82 +x=0 69. —15x = 45x2
6l. -2 +5=0 70. 722 = 8x
62.45x2 +5=0 71. 1962 = —588x

S I O .
63. —6x2—3=0 72. G4 = 4x=0
1

64625 —25x=0 73. —q;x*+11=0
e spplos
65.x2+3x =0 74 =+ =0

@ Escribe cjemplos de los valores de 2 y de b en la
ecuacién @ + bx = 0, que cumplan:

75. Que una de las soluciones sea igual a 1.

76. Que una de las soluciones sea menor que 21 y
mayor que ().

77. Que una de las soluciones sea mayor que 10 y
menor que 16.

e Resuelve.

78. La expresion para calcular la distancia que recorre
un objeto cuando se deja caer a una determinada
altura es d{f) = 4,92, donde (1) s la distancia en
metros y fes el tiempo en segundos. Si se deja caer
una piedra 2 una altura de 49 m, ;cudnto tempo
tardari en llegar al suelo?

79. ;Cuiles son las raices de la ecuacion x2 + 4 = 07

e R 74
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2.2 Solucion de ecuaciones
cuadraticas completas

Una ecuacién cuadritica completa, es decir, de la forma 22 + bx + ¢ = 0 con
@, b, c € Ry b, c# 0, se puede resolver utilizando tres métodos: solucién por factoriza-
ddn, solucién completando cuadrados y solucién por formula general.

Solucibn por factorizacion
Para resolver la ecuacion cuadritica @ + bx + ¢ = 0, se factoriza, si es posible, el

trinomio @@ + bx + ¢y se iguala cada factor a cero. Luego, se resuelve cada ecuacion
lineal para hallar las soluciones.

Solucion completando cuadrados

Este método se utiliza cuando el erinomio a2 + &x + ¢ no es factorizable. Para resolver

una ecuacion cuadritica completando cuadrados se realizan los siguientes pasos:

# Primero, se resta ¢ en ambos lados de la igualdad 22 + éx + ¢ = 0, con lo cual se
obtiene la expresion ax? + bx = 2c

# Segundo, se dividen entre 2 ambos lados de la igualdad.

2
# Luego, se suma (_Zi) en ambas lados de la igualdad y se factoriza ¢l trinomio cuyo

término es 2%
# Finalmente, se extrae la raiz cuadrada y se despeja x.

1. Resolver la ecuacion %xz
zando.

Se realizan los siguientes pasos:

de+Ber2=0

\

+ _223’ +2 =0 factori- | 2- Resolver la ecuacién 5x2 — 60x + 3 = 0, comple-
tando cuadrados.

Se realizan los siguientes pasos:
5x2—G0x+3=0

52— 60x = —3 Seresta 3.
‘%(3&‘z +25x + 8) =0  Sefectonm % 3
o= IR = — 5 Sediideantra s,
3x2+25x+8=0 Se mutiphic por 4,
2 _ B3 WAL IR W A b O SO, o )
(Bx+1)x+8) =0 Se factariza el rinareio. x = 12+ ( 2 ) LT % ( ] ) e (J) ?
3x+1=00x+8=0 Seiualszwencadalactor (x— 2= S fectoriza
5 ¥ S8 sume.
x= —% ox= —8 Se resuetve Gada eouacidn lineal. s [A77 "~ Soidtial it
Por tanto, las soluciones de la ecuacion 5 Y 52 GEspeja .

'Z'x2=—?:$ix=2=0 son x,

Estas soluciones se pueden comprobar remplazando los

1 Por tanto, las soludones de la ecuacion
= —3 Vi = —8.
5x2 — 6G0x + 3 = 0, son

xy=+ L 46y

valores de x, 0 x; en la ecuacion %x2=—245-x=2=0 1 Vs

y verificando que se cumpla la igualdad que se indica en

la ecuacion.

X9 = -V{/-l-gz + 6.

138| grantissne
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Ampliadones
Solucibn por formula general multimedia

Completando cuadrados se puede deducir una férmula general para hallar las raices de

la ecuacion cuadritica ax? + bx + ¢ = 0. Esta formula general o formula cuadritica se

deduce de la siguiente manera:

Seaax? + b + ¢ = 0, con 4, b y ¢ diferentes de cero.

al + bt =0
a? b= —c Sevesta ¢ en ambas fadas dela ualdad.
Prde= Sedivide entrea.
a a
b (b .- b_)’ —
2o P 24)1 < +(2a )t,urru(.m).

Se factoriza el mipamia.

PI——
Xt i 1. * [ —< o s i Seextrae la rair cuadiada.
2a Y a 2a
¥
¥ 2 — %
x + Zba =Xy s 4@’4‘“ Se gfectian las operationes en el radicantia.
/¥ — bac
x+ +° 2 Se extras |a raiz cuadrada del deraminador.
2a 2a
b sl B — dac % i
T L dasums —-5%.
* 2a 24 ol
—b = b — dac ~ R
7 o et Se surmar las fraciones.

{2
4 ot _—
Por tanto, las soluciones de la ecuacion ax? + éx + ¢ = O son %, = Ly P =i

R s 2a
_ —b— b — dac
Y X = 24

Las raices de la ecuacion cuadratica ax + bx + ¢ = 0, con a # 0 estan dadas por:

_ —b*xyb’—dac
X—

2a

Por ejemplo, para resolver la ecuacion 5x2 — 9x — 2 = (), se remplazan los valores de @,

by cenla formula general, teniendo en cuenta quea = 5, 6= —9ye= —2.
o= ==V (-92 ~46)(=2)
2(5)
Luego, se simplifica » = 2 fdu .

Por tanto, las soluciones de la ecuacién 5x2 — 9x — 2 = Osonx =2y x, = -‘% 2

-

Recurso
imprimible

La ecuacién cuadratica

Las primeras soluciones
de una ecuacién cuadra-
tica fueron deducidas
por los babilonics como
parte de la solucién de
proolemas geométricos.
Tiempa después, Diofanto!
de Alejandrfa definié por
primera vez una ecuacion
cuadratica. Sin embargo,
las soluciones que propuso
se basaban en casos par-
ticulares. Solo hasta el siglo
XV, el matemético francés
Franceis Vigte representd
los tésminos canacidos de
una ecuacdn con vocales,
lo que permitié establecer
laférmula cuadrdtica como
se conoce actualmente, -}

& samvis | 139
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1. Simplificar la siguiente expresién. Luego, resolver la ecuacién aplicando la ecuacién

cuadratica.
£-1_ 6—8x 33 _
3 7 120
Se realizan los siguientes pasos:
>—1 _6-8 . 33
3 s T12-°
4x2—4 _ 18— 24x | 33 _ el i fac
= . Tty =0 Se complifican les fraccones.
2
éx._'t%‘_zilf_m =0 Se restan las fracciones.
42 + 2x+11=10 Se mulfiplican amios lados de la iqualdad por 12,

Se aplica la firmula general.

2(4)
x= ;'2-'4;!-;:——-29 Sz resuzlven las aperacones y se extrae | iz
Por tanto, las soluciones de la ecuacion son x, = —-% ¥ X, = —Lz]-.

2. Hallar el valor de x si la diferencia entre el 4rea del trigngulo y el drea del rectingulo
es 2,25 cm2

Para hallar el valor de x se realizan los siguientes pasos:

2
-'Z‘Z - 2¢ = 2,25 Seplantea la ecuacién,
x2—8x=9 Se comnpiifica por &,
2—8x—9=0 Seresta 9 en ambes lades de la iqualdad.
o J —g)2 — =
x= (=8) £/ 2?1)) 4()(=9) Se aplica la farmula general y s2 simpifica.
d Recuerda que... x= 8 1;0 Se simplifica.

£l 4rea de un triangulo 8+ 10

de base (b) y de aitura ety s 9 Se hallan las dos salucianes.

{h) esté dada por la ex-

presidn: %y = 5_:210_ _—

A= e
2 Por tanto, las raices de la ecuacion son x4 = 9 y % = —1. Como la longitud debe ser

_ positiva, Ia tinica respuesta vilida es x = 9. )
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Afianzo COMPETENCIAS ) interpreto « (P Argumento - &9 Propongo - @ Ejercito - @ Soluciono problemas

(2] Responde.
80. ;Cuintas raices reales puede tener una ecuacion
cuadritica?
81. ;Cuindo la ecuacidn &2 + bx + ¢ = 0 es una
ecuacion cuadritica completa?

82. ;Cudl es la formula general para resolver una
ecuacion cuadritica?

a Resuclve las siguientes ecuaciones cuadriticas facto-
rizando.
83. X +4x+3=0
84, 3x1—x—2=0
85. —62 +103x—17 =0
86. 1lx=2x+28
87. ¥ —2x—168=10
88, — 72+ 17x+12=0

a Resuclve las siguientes ecuaciones cuadriticas com-
pletando cuadrados.

89. 2+20x+12=0
90. 22+ 9x—4=0
9. —82+3x—7 =0
92, 5x2—9x—1=0
93. —14x2+3x—2=0

. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadriticas apli-
cando la firmula general.

94, 2—12x+6=0
95. —22 +x—4=0
96. 42— 8x+3=0
97. —62+8x—5=0
98, 7x2+4x—2=0
99, —x2+x—48=0
100. 82+ 5x—6=10
101. 64 — 16x = 322

D102 Explica la razén matemaitica que justifica que

la siguiente expresion sea verdadera.
Y ST % S . r
b—“zi -4'-ac¢’2fi\’62—4ac

) 103. Escribe un ejemplo que cumpla con la con-
dicién. Una ccuacién cuadritica que pueda
resolverse mediante formula cuadrética pero no
por factorizacion sobre los nimeros enteros.

' Simplifica cada expresion algebraica. Luego, resuelve
la ecuacion cuadrdtica.
104. (x — 3)* — 81 =0

105. (55— 3)2 —4=0
106, 2tx 4 (x + 2)x

=10

5 2
Pz (c—4)*
107. 2 3 =0
- 2 —
108. ,.@’fsw-;), + (3?‘23,2) =0
) Responde.

109. ;Qué valores deben tener @ y & para que las
soluciones de la ecuacién ax? + bx — 30 = 0
seanzg = Syx, = —3?

110. ;Cuil es el valor de m que hace que la ecuacion
2 — 5x + m = 0 tenga como solucién x = 27

€ Resuclve.

111. Patricia tiene 5 afios mas que Diana. Si la suma
delos cuadrados de sus edades es 53, jeudles son
las edades de Patricia y de Diana?

112. Ellargo de una cancha de ficbol mide 30 m mds
de largo que de ancho. Si su drea es 7.000 m?,
scudles son sus dimensiones?

113. La aleura / (en metros), que alcanzo un baldn al
lanzarlo hacia arriba, estd dada por la expresion
he) = —£ + 0,6t + 0,7, donde res el dempo
en segundos. ;A los cudntos segundos el balén
se encontrd a (0,3 metros de aleura?

114. En un auditorio hay ¢l mismo nimero de filas
que de sillas por fila. Luego de una remodela-
cidn se quitaron tres filas y una silla por cada fila,
con lo cual quedaron 323 sillas. ;Cudntas sillas

tenia el auditorio inicialmente?

Lo que viene.., &2

En las siguientes paginas trabajaras las propiedades
de las raices, averigua codmo se halla la ecuacion cua-
' dratica 3 partir de sus raices.

»
=
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Actividades  Ampliacién
multimedia

EJEMPLOS

2.3 Naturaleza de as raices de la ecuacion cuadratica

Una ecuacién cuadritica puede tener dos soluciones reales, una dnica solucion real o
dos soluciones complejas diferentes. Para determinar qué tipo de soluciones tiene una
ecuacion cuadritica, se toma la formula general o formula cuadritica

i —bh VB — dar
2a
y se analiza el discriminante de la ecuacion que corresponde a la expresion 52 — 4ae.
Dependiendo del valor del discriminante, se puede analizar cdmo son las soluciones de
la ecuacion cuadritica segin los siguientes tres casos: cuando §2 — 4ac = 0, cuando
b2 — dac = 0 y cuando £ — 4dac << 0. Entonces:
# Si 2 — dac = 0, la ecuacidn tene dos soluciones reales diferentes. En este caso la
grifica de la funcidn tiene dos puntos de corte con el gje
# S§i b2 — dac = 0, la ecuacién tiene una dnica solucion que corresponde a un nimero
real. En este caso la grifica de la funcién tiene un punto de corte con el ¢je x, que
corresponde al vértice.
% Si & — dac <2 0, la ecuacién tiene dos soluciones complejas diferentes. En este caso
la grifica de la funcién no tene puntos de corte con ¢l eje x.
Dos soluciones complejas|

Dos soluciones reales Una solucidn real

a 2—T7x+12=0

Determinar el tipo de soluciones que tiene cada ecua-
cion, mediante el uso del discriminante,

b. 22+9=0

Enestecasoa = 1, 5= 0y ¢ = 9, entonces, se remplazan
estos valores en la expresion del discriminante y se

Comoa =1, 6= —7 y ¢ = 12, se remplazan estos
valores en la expresion del discriminante asi:

b2 — bac= (—7)2 — 4(1)(12)  Seremnplazsn las variables
par los valores.,

=49 — 48
=1

Se realzan operacionss,

Se verifica si ¢l resultado obtenido es mayor, menor o
igual a cero, como 1 2 (), entonces, la ecuacidn tiene dos
soluciones reales y la grifica de la funcién asociada a la

ecuacién interseca al eje x en dos puntos.

L

realizan operaciones ast:

b2 — dac= (02— 4(1}9) =0 — 36 = — 36

Como —36 < 0, la ecuacion tiene dos soluciones
complejas diferentes.

c X2+d4x+4=0

Comoa = 1,6 = 4y c = 4, al remplazar la expresion en
¢l discriminante se obtiene lo siguiente:

bt — dac = (4)2 — 4(1)(4) = 16 — 16 = (. Entonces,
la ecuacién tiene una tnica solucion real y la grifica
interseca al ¢je x en un punto.
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2.4 Andlisis de las raices de la ecuacion cuadratica

Para toda ecuacion cuadritica se verifican las siguientes propiedades:

Si x1 ¥ % son raices de la ecuacion
at + bt =0,

entonces, %, + x, = —=
J

Propiedad 2

Si 2 ¥ % son raices de la ecuacion
axt+ bt =0,

entonces, x, *x, = £

& EJEMPLOS

1. Hallar las raices de la ecuacién 2* — 5x + 6 = 0.
Luego, verificar que se cumplen las propiedades de
sus raices.

Primero, se hallan las raices de la ecuadion.

2=5%+6=0

x—3x—2)=0
x—3=0yx—2=0
x=3yx=12

Se factoriza la ecuacidn,

Se iguala a cem cada paréntesis.

Se despzjan las 2cuacionss.

Luego. se comprueba la propiedad 1 teniendo en cuenta

que en la ecuacion x? — Sx + 6 =0, 2= 1,6 = —5,

¢ = 6ylas soludones son 2 = 3y x, = 2.

La suma de las raices es x; + x,= 3 + 2 = 5y el cociente
e ED

a 1
Como los dos resultados son iguales se verifica la pro-
piedad 1.

Finalmente, se comprueba la propiedad 2 con la multi-
plicacién de las raices asi:

n'x=3-2=6

Y se halla el cociente i = —? = 6.

Como se obtiene ¢l mismo resultado, entonces, se verifica

la propiedad 2.

2. Escribir la ecuadon cuadritica para la funcién cuyas
raicessonx, = lyx, =3ya= L.

Primero, se plantean las propiedades con las rafces dadas
para determinar los coefidentes de la ecuacién.

q + ;=143 =4, es decir,
Ty

a
b= —4dya=1
x,'x1=1'3=5,csdrdl', ; =3,

Propiedad 1.
Se determinan 4 y b.
Propiedad 2.

Sedeterminan oy c.

c=3ya=1
Y

Luego, se escribe la ecuacion:
2—4x+3=0
3. Escribir la ecuacion de la funcién que corresponde a

la siguiente pardbola, que pasa por (—1, 0) (3, 0) y
(1, —4).

Primero, se identifican las rafces de la funcién, en este
casosonx; = —1yx = 3.

Segundo, se plantean las propiedades con las raices dadas
para determinar los cocficientes de la ecuacién.

0 tp=—1+3=2, edeir,

-—-g =12. Fropiedad 7.
=—2ya=1 S3edeterminangyb.

0= —1+3= —3 esdeig,

£ —_ — i

. 3. Propiedad 2.

c=—3ya=1 Sedelerminanoyc

Finalmente, se escribe la funcidon:

fx)=x2—2x~3=0.

4. Sien la ecuacion cuadritica 22 — 6ax + 7 = 0, una
de sus raices es —1, ;cudl es el valor de la otra raiz?

Primero, se plantea el producto entre las raices.

XXy =

—ha &

=7
Luego, se remplaza x = —1.
(D) =7
-y = 7
% = —7
Finalmente, se tiene que la otra rafz de la ecuacion es
% = 7.

J
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L 1) Interpreto » e Propongo » Q Modelo -« ﬂ Ejercito » ' Razono

€ 115, Completa el cuadro sinéptico acerca de la na-
turaleza de las raices.

. Namuraleza de las raices

i de la ecuacién cu:ndrﬁm:a

-

5
B=dg>0 | |

entonces entoncs entonces

€ Escribe cn palabras el significado de cada expresién.

116. Sizx y x; son raices de ax? + bx + ¢ = 0, enton-
b

e

117. Si x y 2 son rafces de @x? + b« + ¢ = 0, enton-

£
a

A3 Escribe el procedimiento que utilizarias para hallar
la funcién cuadrdtica asociada a cada grifica, me-
diante ¢l uso de las raices.

CCS:x1+x2= —

CES %, ° %y =

118. 119.
‘. .
& 5,
3. 4
2 3
I+ 2
QUL W T — J 1
—4—3.2—1_?. 12347~ L e o e S O e
ol —y-4g-2-1f 1 2 3%
-¥ iy
) .

e Marca con una X el valor del discriminante de cada
ecuacion.
120. =62 — 5x+ 1 =10 49 45 56
121.2 -3 x+6=0 25 15 16

]22.x2+x-';=0 =1 i 3

1 Lrid=p BN B B
128. 222 + gat+ =0 54 7 4

Relaciona las raices con su respectiva ecuacion.
12416 + 64 =0 a x = —3 3,x =33
125.2 — 27 =0 b.x =2 x= —2i

V44| gramnisuns

@ Usa el discriminante para determinar si la parébola
corta al eje x una vez, dos veces o ninguna vez.
126.y =2 — 6x+ 9
127.y =22 + 3x — 2

i 2.3
128. 3 3xz+ 5X "
129. 5 + 105 — x = 2.2

@ Escribe una ecuacion para representar la grifica de
cada paribola.

130. 131.
o4 5+
! il
3 3
2 2
- {14
~ W R 'Y W S P . | WU S W | -
Si32-10 123 4% 30 12345
=z -2

132. Determina la funcién cuadritica cuyas raices x;

y %, satisfacen la siguiente expresién:
R SRR ) SRR
x + x 1y 3 %, 9

Determina el valor que debe tener & para que la
condicion dada se cumpla.
133. La suma de los puntos de corte con ¢l ¢je x de
la funcion cuadritica fix) = —2 + k¢ — 10 sea
13.
134. En la ecuacion 2 — kx + 27 = 0, una raiz sea
¢l triple de la otra.

135. En la ecuacion 262 — 4dx + Sk =32 + x— 8,
el producto de sus rafces sea igual al doble de

SU suma.

136. En la ecuacion 22 — 3(x — &) — 2 = 0 una raiz
sea igual al doble de la otra menos tres.

@ Calcula la suma y el producto de las raices de cada

ecuacion, sin hallar la solucidén.
137. 3x(x + G) = 0

138. /35— /Sx+1=0
139.52 — 8x + 4 =0

140. 82 — 4x =0
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3. Ecuaciones reducibles a ecuaciones

cuadraticas

En muchas ocasiones se presentan ecuaciones que a simple vista no parecen ecuaciones
cuadriticas puesto que no tienen la forma ax® + éx + ¢ = 0. En este caso es necesario
transformarlas haciendo uso de operaciones algebraicas. Estas ecuaciones son las bicua-

es una ecuacion bicuadritica y la ecuacion ¥ x + 1 = —x es una ecuacién con indice
dos. Ambas ecuaciones se pueden convertir en ecuaciones cuadriticas.

3.1 Ecuaciones con radicales de indice dos

En este caso se deja el radical en uno de los miembros de la ecuacion, a continuacion se
elevan al cuadrado ambaos miembros y se resuelve la ecuacion que aparece. Después de
encontrar las soluciones o raices, se debe verificar que ellas satisfacen la ecuacién original;
en caso de que alguna de ellas no la satisfaga, se dice que es una solucion extraiia.,

g EJEMPLOS

Resolver las siguientes ecuaciones.

2 ¥Y2x—1=x

(fz}TT )2 = x*  Seelevaal cuadrado a ambos lades
dela ecuacion.
2x — 1 =22 Serzalizala potencia.
2= 2x+1=0 Sersi@l— 1aambos lados de la aosacién.
(x— 1)2 =0 Sefacturizael polinarnic.
x—1=0 Seigualaacerol pantess.
x=1 Sesumalaarnbosiados

de la eouacian.
El valor x = 1 es una posible solucién.

Se debe verificar para ver si satisface la ecuacidn.

Y2 =1 =y2-1

Sz remplazax = 1englledo
fzquierta de la ecuacidn,

Se remplazax = 1en el lado derechy
de la ecuacida.

Cuando se comparan los resultados de los dos lados de
la ecuacién, se obtiene 1 = 1, por tanto, se verifica la
ecuacion.

En la solucion de este tipo de ecuaciones se pueden
obtener soluciones extranas cuando se eleva al cuadrado
cada lado en una ecuacion porque la potenciacion puede
convertit una expresion falsa en una expresion verdadera.
Por ejemplo, —1 # 1, pero (—1)2 = 12

b. ¥y3x+1=x—3

S gleva &l cuadraca a embas
ledos de la euacidn.

Vax+1) =(x—3)*

Bx+ 1=22—6x+9 Sedesamlla el oiadraca

2—=9%+8=0 Se mesta i + 12 ambes lades
de |3 ecuacicn,
(x—8)x—1)=0 Se factueiza la ecuacidn,

x—8=0yx—1=0 Seigualanacemlos paréntesis

x=Box=1 Se despeja |z 4 e cada ecuadon,

Los valores x = 8 o x = 1 son solamente soluciones
potenciales de la ecuacién.

Por ello, se debe verificar si las dos son soluciones de la
ecuacion.

Se remplaza x = 8 a los dos lados de la ecuacion.
V3:-8+1=y24+1=5 Lado izquierdo de 1a ecuadidn,
*x—3=8—3=5
Como la ecuacidn se cumple para x = 8, entonces, es
solucion de la ecuacion.

Se remplaza x = 1 a los dos lados de la ecuacion,
J‘3‘1 +1=J/3+1=2 Lado imuiendo de la acuacidn.
x—3=1—-3=-2

Como la ecuacidn no se cample para x = 1, entonces, no
es solucion de la ecuacion.

Lado derecho de fa eouacion.

Lado deecha de la ecuacitn.

s
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Recuerda que...
Para tado numera real 4,

at=1),

146 & canriimm

3.2 Ecuaciones bicuadraticas [ iews

Una ecuacion de la forma ad + £x2 + ¢ = 0 recibe el nombre de ecuacion bicuadritica,
Para resolver esta clase de ecuaciones es necesario realizar un cambio de variable; con esto
se transforma la ecuacién dada en una ecuacion cuadritica que se resuelve por alguno de
los métodos estudiados. Al finalizar el proceso de solucion, se vuelve a realizar el cambio
de variable para obtener asi, cuatro soluciones o raices.

EJEMPLOS

1. Resolver la ecuacién ¥ — 3x2 — 4 =0

Primero, se realiza ¢l cambio de variable z por x2. Al reescribir la ecuacién se expresa
como 22 — 3z — 4 = (), esta es una ecuacion de segundo grado que se resuelve asi:

2=3z—4=0z+1)0z—4) =0 Sefecloizalaecuacion

z+1=0,z—4=0 Seiguata a cero cala paréntesis.
z=—1,z=4 S resuelven las ecuaciones.
Como z = x2, se puede deducir que 2 = 0, entonces, se descarta la solucion z = —1,

luego la solucidn serd z = 4.

Luego, se realiza nuevamente ¢l cambio de variable z = 2 en la solucion =z = 4, por
tanto, 2* = 4. Asi, al resolver la ecuacion se obtienex = 2 0 x = —2,

Finalmente, se remplazan las solucones para verificar si satisfacen la ecuacion.

Conx=2%26-3-(2-4=16-12-4=0 Primera sulucién

n 13 cuacion.
Conx=—2%(—208—3:(—22—4=16— 12— 4=0 Sequndasolucin

2 la ecuacion.
En conclusion, como las dos soluciones satisfacen la ecuacion, entonces, x; = 2 y
%, = —2 son soluciones de la ecuacion.

2. Encontrar ¢l valor de £ tal que la ecuacion o + k2 + 1= 0 tenga dos soluciones
reales,

Ya que es una ecuacién bicuadritica el discriminante 52 — 4ac debe ser igual a cero para
que se le pueda hallar raiz cuadrada.

Primero, se remplazan @ = 1, 6 = ky ¢ = 1 en la expresion del discriminante:
R—4-1-1=0

B—4=0—R =4 Semdizlamuliplicadinysestma 4 aambcs lades.

k=2 Sehatla la raiz cuadrada,

Luego, se toma cada valor de &, se remplaza en la ecuacion y se elige cudl valor es correcto.
Sik=2setienesd + 222 + 1 =0 (x®+ 1)2 = 0. En este caso no se obtienen

soluciones reales.

Sik=—2setiened =22+ 1=0=(x2—1)2=0—=2~-1=0—=x2=1—=
x=*]

Asi, para que la ecuacion x* + k22 + 1 = 0 tenga dos soluciones reales, & debe ser igual
a2

\
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ellmliulo que se indica en cada caso.

141. Explica cudl es la razon por la cual se puede
elevar al cuadrado a ambos lados de una ecua-

cion que contiene rafces de indice dos.

142. Indica qué caso permite factorizar ¢l trinomio
x? — 2x + 1 que resulta en los procedimientos
algebraicos para resolver el literal 2 de la pagina
145,

143. Explica ¢l procedimiento que utilizarias para
resolver la ecuacion 428 — 192 + 12 = 0.
Determina la naturaleza de las rafces de esta
ecuacion.

144, Indica cudntas raices tiene la ecuacion

2 — 64 = 0.
. Determina si las soluciones dadas son raices de cada
ecuacion. Justifica tu respuesta.

145. yx+ 2 =x, 5 =2, = —1.

146.Vx +5 =3x,x =12, 2= 1.

147.¥v2 - 3x =v4x—5,x=1.

148. Vyx = x — 6,5, =9yx = 4.

e Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadriticas.
149. 28 =622 + 7
150. ' — 22 — 3 =10
15L 28 — 5m2 +4=10
152.92 — 102 + 1 =0
153.:4 + 42 +3=10
154. (2 — 2x)2 — 11(x2 — 2x) + 24 =0

2 4 aa 4
155.3:4‘ 3.\-i-3 0

352 _
156. ¢ 5x2 5 0

157. 3 + 12> +12 =0
158. 24 — 1 = —=2

QEncucntra los valores de & tales que la ecuacién
M=+ 4=0

159. Tcnga dos soluciones reales.
160. Tenga una solucién real.

161. No tenga soluciones reales.

() Escribe falso o verdadero segiin corresponda, Justi-
fica la respuesta,

162. Las soluciones de la ecuacién ¥ — 1 = 0 son
dos raices reales y dos complejas.

163. Las soluciones de una ecuacién de la forma
ax® + bx + ¢ = 0, se pueden hallar factori-

zando con valores enteros.

164. La ecuacion %6 — x% + 5 = 0 no se puede re-
solver como una ecuacion cuadritica.

165. En la ecuacién % — a2 = 0, una de las solu-

ciones es x = (),

e Relaciona cada expresién con su grifica respectiva
(utiliza los ceros de cada funcién).

166. fi) = x4 — 622 — 7
167. flx) = —xf + 8x2 — 12
168. fix) = 238 — 5x2+ 2
169. fl) = x4 + 2+ 1

b d.
¥
| P
l |
st | 4,
| O
=5 | 5 = ¥ f
& o —2-1q 1 2z *
_.l i f—
=Y -
eRcsuclwlaﬁtuacléncncedamo.

170. ;La expresion ix , siempre es mayor que cero?
171. Halla las soluciones de la ecuacion 28 — 1 = 0.

172. ;Cudneassoluciones tiene laecuacion 2 — 1= (2
Sin=1,23,4...
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4. Ecuaciones cuadraticas literales

Las ecuaciones cuadrdticas literales son aquellas en las que los coeficientes son letras
que representan nameros reales. Por ejemplo, las ecuaciones 0 = 20 — Vi + 0.5g7 y
pxt— (2p + 1)x + 5 = 0 son ecuaciones cuadriticas literales. Este tipo de ecuaciones
se resuelve por factorizacion o por formula general.

1. Resolver las siguientes ecuaciones cuadriticas lite-
rales para la variable que se indica.

a. 322 — 12m* = 0, resolver para x.

32— 12m2 =0

3x= 12m?

= 4m?

x = =V 4w’

Sesuma 12mt.
Se divica entre 3.
Se despeiax.
x=*2m Se exdrae |2 raiz cuadrada.

Luego, x = 2myx = —2m.

b. 2my* — 16aby = 0, resolver para y, si m # 0.
2my* — 16aby = 0
2y(my — Bab) = 0
2y=0o0my— Bab=0 Seigualaacer cada factoe

Se fartorza.

y=00y= ﬁ;'?" Se resuelve cada ecuation.
Asty=0y y= B

€ 2 — 2mnx — 3mi? = 0, resolver para x.
Primero, se identifican @, & y ¢. Luego, se aplica la
férmula general.

a=1 b= —2mn ¢ = —3mint

o —(=2mn) *  (—2mn)? — 4 +1+(—3m*n?)

2-1
Lo 2mn = Vém' nt + 12 n*
2
_ 2mn t/l@mznf — 2mn* dmn
2 2

Luego,
X = Z’rm'; dmn _ 6»;#: =
Xy = an; dmp _ —22§m Ep—

Finalmente, x = 3mny x = —mn.

2. El drea total de una caja de base
cuadrada de lado x y altura b estd
determinada por la expresion

5= 2x + dxh.

Resolver la ecuacion s = 222 + 4xh,

para x.
s =22 + dxh

22+ dxh—5=0

a=2%b=4hc= —s

e T

————

2.2

o= 4k x 160 + &

4

x

_ —4h*+V4(4h + 29
4

o= —8h 2 2/ 4F + 2

4

. —25-_*,/2@
Por tanto,
TR 2

%%
xz—- 2 -
3. Despejar v de la ecuacién ¢ ="Px;z S+ Zg;:.
s ST
2= 024 2
v? =2 — 2;x Sedespeia v,
v=*J — 2gx  Sedespeiar.

Se eleva al cusdrado y se simplifica.

Por tanto, v = ,/32 ’-'239: ¥

U=

;o

.
-
l

=t

Seigualaa cern.
Seidentificana, by ¢
Seaplicala

fomula general

Se resuglven las
Op2lacongs.

Se facturiza,

Se aplica la propiecad
de laradicaciin y &
etrae fa et

Se srnplifica.

Saabtisnen ‘4
dus raices.
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Afianzo COMPETENCIAS

€ interpreto . @ sjercito - ) Razono - ) Soluciono problemas

() Determina los coeficientes @, b y ¢ de las siguientes
ecuaciones cuadréticas, teniendo en cuenta que y sea

la incognita.

173

3= 2my + m2 =0

174. pp2 + 29y — P2 = 0

175
176
177
178

179.

180
181
182

3 % ' —4dz—52=0
 Thy — 12122 + # = 0
. — 8y + 7m1n)'1" mint =0
2t =138 =0

- 6ugr+—l3—owzyz =30
. 20032 = —11xy + 10022
 d8hgy — 505 B = 151 )g
L~ BB+ 5EF = Taby

. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadrdticas pa-

rax.

183

L Ax2 — Bhkx =0

184. 12x2 + px = 0

185. 522 — 12562 = 0

186. 6:x2 — Sgx + g2 = 0
187. (x — B2 + (x+ 62 = 188

188.

Sl ST
a

189. (mx + 5) * (mx — n) = 3n?
190. 12(:2 + A2) = 6042

191.(;nx—l)(2nx+l)= -3

192.(32 + y —1)(3x +2) = 2y — 3x — ]

5 5

2

193. (ﬁﬁéf—‘ﬁ‘;m) = dabx — b

x— &

@ Halla ¢l conjunto solucién de las siguientes ecua-

ciones cuadriticas literales, teniendo en cuenta que

m es la incdgnita.
194. (&2 + B)m = ab{m® + 1) cona, b5 0
195. m’ —;z b m—b—¢c m—c—a

a b
= 3con, a, b, c 7 (.

Resuelve.
196. La altura que alcanza una bala de cafdn estd
dada por la expresién

4 2 1
y="3 W=y
Donde V; es la velocidad inicial, ¢ es el tempo
yg =10 m/s2
Escribe una formula para hallar el tiempo (#) en
funcion de la altura (3) cuando V; = 500 m/s.

- .

197. El drea del rectingulo de la siguiente figura en
funcién de su base se determina mediante la
expresion A = by 225 — & .

Halla la expresién que permite caleular la me-
dida de la base en funcién del drea del rec-
tingulo.

198. La velocidad de un gas
que circula por un d-
lindro varfa segin la

formula

v=vai- ()

Seccidn
civenlay

Donde V. es la velocidad mixima del gas, »
es el radio del cilindro y Ves la velocidad del
gas a una distancia 4 del centro de una seccion

circular del clindro.

Halla la expresién que permite calcular ¢l radio
del cilindro.
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0. Problemas de aplicacion
de ecuaciones cuadraticas

D B

Ampliacidn  Actividad
multimedia

En algunas situaciones, al plantear problemas se obtienen ecuaciones de segundo grado.

En la solucién del problema se asignan variables para plantear la ecuacion de segundo
grado, que surge a partir de la relacion entre las magnitudes involucradas en el problema.
Luego, se resuelve la ecuacion y se verifican las soluciones posibles con el contexto del

problema.

g EJEMPLOS ]

1. Encontrar un nimero de dos cifras cuyo digito de
las decenas es cinco unidades mayor que el digito
de las unidades. Ademds, al dividir ¢l ndmero entre
el doble del digito de las unidades, se obtiene el
doble de la suma de ambas cifras del nimero.

s digito de las decenas.  x — 5: digito de las unidades.
10x + {(x— 5)

Sa deterning #l nimera.

10x + (x —5) _ SR S s
2 ~35) 2(x + (x — 5)) Seplantes ia ecuecion.
A=), = e e
2(x — 3) 2(2¢—5) Se resuelven las sinas
Aler=3 .. 7 Sa resuzlven
= - 10
2x— 10 los productos.

11x — 5 = (4x — 10)(2x — 10) Semultiglicapar2s — 10.

Se multiplica y

11x = 5= 8« — 60x + 100 se simplificz.

82— 7lx+ 105=0 Saiguala a ey

Ca idansif I
a=8, b= -7l c= 105 S8 ientihcan ias

coeficientes,

_ — (=T 2 (=71)2 — 4(8)(105)  Suapiiczla

x =
2.8 firmula.

__T1Ey { 1.681 S resuehen las

N 16 operadones.
x= -11-—1;6-4—]- Sa extras |3 raiz.

_ 71+ 41 _ 71— 41

Por lo que, 2, VR 16
Al =7, x=-12

Se toma solamente el valor entero, ya que las cifras no
pueden ser una fraccion,

Luego, el digito de las decenas es 7 y el digito de las
unidades es 2. Asi, el ndmero es 72,

~

2. Determinar el drea mdxima del cuadrilitero MNPQ
inscrito en el rectingulo ABCD, donde las medidas
de sus lados son AD = 6 m, AB = 4 m, los puntos
M, N, Py Q son puntos respectivos de los lados AD,
AB, CB yCD, tales que AM = AN = CP = CQ.

x=AM

Asnrg = Aasco — 2+ (Ausad — 2+ (Aygp) Se olitiene el drea
del cuadrlaten:

Asog = 64— 2-(—*;-) - 2(_@-_,%(4_—_,:1)

Se hallan las dreas.
Aserrg =24 — 22 — (6 — x4 — x)
Aserrg = 24 — 22 — (24 — 10x + 2)
Awrrg= =252 + 10x

Sesimplifica.
Se multiphi.
Se restay sz reduen términus semejantes.

Para determinar el drea mixima se halla el vértice de la

funcién cuadritica flx) = —2x2 + 10x.
(b A &
Vem| i)

Como g = —2, b = 10 se tiene que:

=)= £G)=—2) +106)
- —-321 +25=12,5
Por tanto, ¢l drea maxima de MNPQ es 12,5 m2
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IS

3. En una compaiia, los computadores estin conec-
tados por la red. Cada usuario estd conectado con
otro. Si se sabe que siempre hay una conexidn entre
dos equipos, jcudntos computadores se necesitan
para formar una red con 276 conexiones?

Primero, se analiza la situacion con menos computadores.
Los computadores se representan por puntos y las
mntxi()nﬂﬁ pol' mﬂln)s dﬂ TECtd, COMO S¢ muestra a

continuacién.
/’/\ ><\ D"
/ \; v N ' \VJ
3 conexiones 6¢ i 10 i

1 conexién

Asi, para 2 computadores, se tiene 1 conexidn. Para 3
computadores, 3 conexiones. Para 4 computadores, 6
conexiones. Para 5 computadores, 10 conexiones.

Luego, a partir de la tercera figura, el cilculo de las
conexiones se relaciona con la suma del niimero de lados
v diagonales de un poligono.

Como el nimero de diagonales que tiene un poligono de
n lados estd dado por la expresion % (7 — 3) | entonces,
se tiene que:

Luego, la ecuacién que determina la cantidad de compu-
tadores para formar una red de 276 conexiones es:

[”2" 3 = 276

Sroe

n+“n
Se realiza el producta.
22+ n? — 3n =552
n—p—552=0
(m—28)(n+23) =0
n—24=00n+23=0
n=24on=—23

Se multiplica por 2.

Se reducen Ermincs semejentes.
Se factoriza,

Sa iguale cada factor a cen

Se resuelve cadz aouacion.

Finalmente, como la solucién es positiva, entonces, la

cantidad de computadores es 24.

4. Dos ciclistas A y B parten de un punto £ al mismo
tiempo y en dirccciones que forman entre si un
angulo recto. B se desplaza 7 km/h mds rdpido que
A. Después de tres horas se encuentran a 39 km de
distancia uno del otro. Determinar la velocidad de
cada uno.

"

vz velocidad del ciclista A
v+ 7: velocidad del ciclisea B.

Como distancia es igual a velocidad por tiempo, entonces:
3u- distandia recorrida por el ciclista A en 3 horas.

3(v + 7): distancia recorrida por el ciclista B en 3 horas.
(3)? + (3(» + 72 = 392

Se aplica el teorerna de Fitdqoss.

v+ Tv— 60 =0 Se resuelven las operadanes
y s simplifica.
(v +12)(—3) =0 Sa factoriza,

v+12=00v—5=0  Seipualscds factara czra

v=—120v=3 S respalve cata acuacion.

Por tanto, v; = —12y 1, = 5. Se toma solamente el valor
positivo, porque se analiza la magnitud de la velocidad.

Luego, la velocidad del ciclista A es 5 km/h y la velocidad
del ciclista B es 12 km/h.

5. Un grupo de personas se presenta para reclamar
un premio de $500.000, los ganadores se reparten
en partes iguales. Para repartir el premio se debe
tener en cuenta tres partes mas, lo cual implica una
reduccion de $37.500 de la cantidad que recibirda
cada persona. ;Cudntas personas forman el grupo de
ganadores?

x: la cantidad de ganadores.

x + 3: el grupo con las tres partes.

200000 _ 37.500 = 200000 o plaritza |3 ecuaciin,
x %3
500.000 — 37.500x _ S00.000 5 rucyelyen a5
X *+ 3 gperaciones
(500.000 — 37.500x)(x + 3) = 500.000x Sz eliminar
dangminzdones,
37.500x2 + 112.500x — 1.500.000 = 0 Szmultipicy

se reducen fErmninos semejantes.
R+ 3x—40=0
(x+8)(x—5)=0
x+8=00x—5=0

Se divide aptre 37,500,
Sefactoniza,

Se iguala cada factor a cen.
x=—80x=5 Se resuglve cara ecuacion.

Por tanto, las soluciones son —8 y 5. Se descarea la
solucién negativa, ya que la cantidad de personas es
positiva

Luego, la cantidad del grupo de ganadores es 5.
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Afianzo COMPETENCIAS

° Soluciono problemas

Resuelve.

199. Encuentra tres niimeros enteros consecutivos,
de manera que ¢l cociente del tercero entre el
primero sea igual a g del segundo.

200. El cuadrado de la suma de un niimero mis 5
unidades es 289. ;Cuil es el nimero?

201. Lasumade 9 y el cuddruplo del cuadrado de un
nimero es igual al cuadrado de la suma de ese

nimero y su consecutivo. ;Cudl es el ndmero?

202. El triple del drea de un cuadrado es 115,32 m%.
;Cuidnto mide el lado del cuadrado?

{

203. Un grupo de amigos planea viajar a los Llanos
Orientales en una camioneta. Segin el plan
propuesto, el costo total del viaje de ida serd de
$115.824.

En dltimo momento dos de los amigos no
pueden viajar; el resto debe aportar cada uno
$4.826 adicionales. ;Cudntas personas reali-
zarin el viaje?

204. Un agricultor tiene un terreno cuadrado dedi-
cado al cultivo de hortalizas. Para ampliarlo,
quiere comprar ¢l terreno adyacente, que mide
delargo lo que mide el lado de su terreno actual,
y de largo, 25 metros. De esa manera, con los
dos terrenos juntos, dispondra de 5.696 m?.
;Cuinto mide el lado del terreno cuadrado?

152] gesnussns

205. Si la altura & (en metros) que alcanza un pro-
yeetil lanzado desde el piso a los £ segundos de
su lanzamiento es @ = — 164 + 1207, jcudnto
tiempo gastard en alcanzar los 180 metros?

206. Se desea construir una caja de cartdn sin tapa a
partir de una hoja cuadrada de cartén, que mide
120 cm de lado, recortando cuadrados iguales
de las cuatro esquinas y doblando las pestafias
resultantes hacia arriba para formar las caras
laterales. Determina las dimensiones de la caja
para que su drea sea de 84 em?,

Un atleta realiza su entrenamiento diario trotando
por un terreno llano y por una montafia. La velo-
cidad del atleta en terreno llano es de 14 km/h y Ia
velocidad en terreno montanoso es 8 km/h. Para
cumplir con el entrenamiento, debe realizar en 2
horas el recorrido que se muestra en la figura.

D

Responde.

207. ;A qué distancia de B se debe ubicar el punto €
para que el atleta cumpla su entrenamiento?

208. Si ¢l terreno fuera totalmente montafioso, el
atleta lograria realizar directamente el recorrido
de A2 D en el tempo programado?



209. La pdgina de un libro mide ¢l doble de alto que
de ancho, los mirgenes laterales miden 2 cm y
los midrgenes superior e inferior, 3 cm.

Si el libro mide 11 em de ancho, jeudnta super-
ficie se tiene para escribir?

210. En la ribera de un rio se va a cercar un terreno
rectangular sin incluir la orilla. El costo del ma-
terial para la cerca es de $9.000 por metro, para
los lados contiguos al rio, y de $7.000 para el
lado paralelo al ro. Si el costo total para cercar
el terreno es de $690.000, determina el drea
médxima del terreno en funcion del lado paralelo
al ro.

211. Si se aumenta un lado de un cuadrado en 2 cm
y ¢l otro lado en 3 em, ¢l rectingulo resultante
tiene 86 c¢m? mis de drea que el cuadrado.
:Cudnto mide ¢l lado del cuadrado?

2

———
x 3ﬂl‘l

212. El drea de cuadrado ABCD es de 4 cm?. Si sobre
los lados AB y AD del cuadrado se toman dos
puntos M y N tales que AM + AN = AB, halla
el valor mayor que puede tomar el drea del tridn-
gulo AMN.

C

Esténdares Pensamiento numérico y variacional @

La siguiente tabla proporciona informacién sobre el

tamafio y el costo de las pizzas en una pizzeria,

Considerando que el precio # de una pizza es el
resultado de sumar un costo fijo ¢ con un término
que depende del radio 7, en centimetros, segin la
funcién A7) = ¢ + br + ar2:

213. Calcula ¢l valor de 4.
214. Calcula ¢l valor de .

215. Determina el precio de una pizza gigante de 50
cm de didmetro.

216. Determina la longitud del lado del cuadrado
teniendo en cuenta que flx) = —x2 + 2x, como
se muestra en la figura.

217.Un rectingulo estd inscrito en un semicirculo
de didmetro 2 cm, como se muestra en la figura.
Determina la longitud x, tal que el drea del
rectingulo sea 1 em?.

e
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ivel alte el radin o () Nival hat Recurso
.Nwedlto- ’Nl\el medio Nivel bajo L imprimible ﬂ’, [rsAu:rI\:n)

Funcién cuadratica @ Elabora un esbozo de grifica de una funcion cua-

dritica que cumpla cada condicién. c -

>
Identifica los valores @ & y c. Luego, determina 228. Raices: x = 2, x = 1; vértice (1,5, 1)

hacia dénde abre cada pardbola y su vértice.

1

218. flx) = —4x?
a=__ b=_ c=__
La pardbola abre hacia e‘
El vértice de la pardbolaes (., )
219. flx) = —22 — 3
a=_ b=_ c=__
La pardbola abre hacia | a—

El vértice de la pardbolaes (., )

220. fi) =63

a=— b=— = 229. Raices: x = 1,5, x = —3,5; vértice (—1, 3) c
La paribola abre hacia

El vértice de la pardbolaes (., )
221 y=2¢— 52— 1

4= b=__ [ - e

La pardbola abre hacia
El vértice de la pardbolaes (__, )
222, y =42 —x+ 1

am— bm— = C —

E
J
E
R
C
!
C
3
O
S
P
A
R
A
R
-
P
A
S
A
R

La pardbola abre hacia
El vértice de la paribolaes (., )

. L
223. y = 3x e+ 5 230. Raices: x = 4, x = —4, vértice (0, —4) c

Il

P — b= [ —
La pardbola abre hacia
El vértice de la pardbola es (., )

¥ Gnafica, en tu cuaderno, cada grupo de funciones
sobre ¢l mismo plano.

224 y=xhy= —2hy= —0,5:2

226. y=xty={x— 1), y=22— 1

227. y=xhy=x2+2,y= 23
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Ecuacion cuadratica

, Resuclve las siguientes ecuaciones cuadrdticas.
231. 2 +52+2=0
=
232, dx+ 2+ 12=0
X =

233. 47 + 16 =10

Z =

X =

h= Nn= —
234, p2—81=0

Pl= P1=—'
235. 54° —25=0

4= = —

236. X2 — 15x+ 56 =0

%= X =

237. 2 +8=0
h= »n=
238. p—2p—35=3
Pi T —

239. 2—2x—35=0

= X =

240. 2,34 —15¢ -3 =0

ql = 92=
¥ Halla el valor xa partir del drea de cada figura.
241. Area no sombreada G0 cm2

x

x
8

ol %

242, Area 36 cm?2

. Resuelve.

243. El drea de la parte sombreada es 14,4 em?. ;Cuil
es el valor de #

® Utilizs o discriminante para detsrminar cudntas
veces la pardbola corta el eje.

244, y =2 — 10x + 25

245, y =322 + 2x + 2

246. y= —x2 —4x+3

247, y=22 — 105 + %

248. y =422 — 8x— 16

249. y=x*—lsx+10

250. y=-;xz—18

251. y=xz—-]§x+]

Ecuaciones bicuadraticas

. Responde falso o verdadero segin corresponda.
Justifica tu respuesta.

252. Las soluciones de la ecuacién 28 — 4 = 0
son dos raices reales y una compleja. D

253. Las soluciones de la ecuacién v x +5 = 4
no son rafces reales. D

254, Las raices de la ecuacion 288 — 7x — 3 =0

son-%y& D
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Una pelota de tenis se lanza hacia aniba con una ve-
locidad inicial de €4 metros por segundo. La altura (f)
de la pelota en cualquier instante £ en segundos esta
dada por la expresion

All) = 64t — 1682

(Cual es la altura méxima que alcanza la pelota?, y
jen qué momento alcanza la altura maxima?

Comprende el problema.
¢:Cudles son las preguntas del problema?

:Cudl es la aleura mixima que alcanza la pelota? ;En qué momento alcanza la altura mixima?

:Cuiles son los datos del problema?

Se lanza la pelota con una velocidad inicial V, = 64 m/s.
La expresion de la altura es A7) = 64 — 1622

Elabora un plan y llévalo 2 cabo.

Primero, se determina a qué corresponden los datos que se preguntan, en relacion con las caracteristicas
de la funcion cuadritica.

Los datos corresponden al vértice de una pardbola ya que es la altura mixima y ¢l tempo en que llega a la
altura maxima.

Segundo, se caleula el vértice utilizando la expresion para calcular el véreice.

V=t henb= k= [37)

En este caso, b = 64y a = —16
Se remplazan @ y b en la expresion del vértice,

__ —64 _ —64 _ ,
b= ey =3z 2

&= h(2)
= 64(2) — 16(2)2
=128 — 64
=64 m
Luego, se tiene que V= (2, 64).

Verifica y redacta la respuesta.

Se verifica que las operaciones son correctas. Luego, se tiene que la altura maxima que alcanza la pelota es
64 metros y el momento en que alcanza esa altura es a los 2 segundos de haber sido lanzada.




Resuclve las preguntas 255 a 257, de acuerdo con la
siguiente informacion.

En una competencia de saltos, la altura de los saltos

estd determinada por la funcién A} = —22 + 8z

A(#) medida en metros, donde ¢es el iempo en segundos

que dura ¢ salto.

255. Calcula la altura que alcanza el deportista a los 3
segundos.

256. ;Cual es la altura mixima alcanzada por el depor-
tista? ;A los cudntos segundos sucedid esto?

257. ;Cudnto tiempo durd el deportista en el aire?

En los cjercicios 258 a 263 lee cada informacion y re-
suelve. Para cllo, plantea una ecuacién cuadrdtica.

258. La suma de dos nimeros es 111 y su producto es
2.870. ;Cuiles son los niimeros?

Los niimeros son ¥

. La suma de un niimero y su cuadrado es 30. ;Cudl
nimero cumple esta condicion?

El nimero que cumple la condicion es

. Dentro de 11 afios la edad de Marcos seri Ia mitad
del cuadrado de la edad que tenia hace 13 afos.
;Cuil es la edad de Marcos?

Marcos tiene __________ anos.

261. Las dimensiones de un jardin de forma rectangular
son 34 m de ancho por 50 m de largo. Si ¢l jardin
estd rodeado por un camino de arena de un ancho
uniforme, halla el ancho del camino teniendo en
cuenta que su drea es de 540 m%

El ancho del camino es

. Calcula las dimensiones de un rectingulo cuya
base mide 2 centimetros menos que la altura y la
diagonal mide 10 centimetros,

El rectingulo mide —___ de ancho
¥ dee largo.

. En una ciudad, la ecuacion de demanda para la
compra de un j estd dada por la expresion
px) = —0,01x* + 0,5x + 0,6; donde p(x) es el
precio por unidad del mayorista y x la cantidad de-
mandada de juguetes en miles de unidades, jeudl
es la cantidad ideal de juguetes que debe vender el
mayorista pata obtener el mejor precio?

. Ohserva el siguiente rectidngulo cuya drea corres-
ponde a 48 em?. Luego, determina las medidas de

dicho rectingulo.

. Halla el valor de la medida del lado del cuadrado
grande que hace parte del terreno, teniendo en
cuenta que ¢l drea total es 95 md

L -,
r
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..Para saber como se genera
una radiografia.

Una radiografia es una imagen que se toma del cuerpo
humano, se registra en una placa fotogrifica o de forma
digital y sirve para analizar partes del sistema dseo del

- cuerpo especialmente. Esta imagen se genera cuando se

expone el receptor de imagen radiogrifica a una fuente
de radiacion de alta energia procedente de isétopos ra-
diactivos. Las sustancias radiactivas que se necesitan para
tomar una radiografia se producen con un dispositivo
denominado ciclotron.

El ciclotrdn es un dispositivo de tipo dircular que permi-
te acelerar particulas subatdmicas a grandes velocidades
hasta hacerlas chocar con un blanco, produciendo una
reaccion nuclear, y asi generar elementos radiactivos.

Su fundonamiento inicia con ¢l ingreso de un protdn
{particula subatémica con carga elécerica positiva) en
dos semicirculos llamados D’s por su forma de “d ma-
viscula®. Gracias a la interaccidn de campos eléctricos v
magnéticos la particula se mueve en forma es‘pir:d COmo
se muestra en la figura 1.

Figura 1. Trayecteria espiral de! pratén scare el ciclotrén,

Cuando alcanza la energia necesaria, la particula choca
con el blanco y la energia de la particula subatdmica se
puede calcular de acuerdo con la siguiente expresion:

K= ({szz
2m
La energia (K) del protén cuando sale del ciclotron de-
pende del cuadrado del radio (&) de los semicirculos. (g)
es la carga del proton equivalente a 1,6 X 1077 C (B) es
¢l campo magnético al cual se somete el protdn cuando
viaja por el dclotron y (m) es la masa del protdn equiva-
lente a 1,67 X 10-27 kg

1. Calcula la energia con que sale un protén al pasar por
un ciclotron de campo magnético de 0,4 T y radio
1,2 m.

. Completa la tabla con la energia de cada protén para
los diferentes radios y realiza la grifica de K respecto

a R para un campo magnético de 0,52 T.

]

Radio (m)
Energia (J)
3. jCudl es el radio requerido de un ciclotrén para ace-

lerar protones hasta una energia de 7,06 X 10-10 §
utilizando un campo magnético de 4,8 T?

i.o‘()‘_*o,is-,] ,‘,0.7.1 ?2'*%1)4, ,,‘.

Ciclotrén de Medical Systems utilizado
para el tratamiente de tumores cancercsos.




..1ambién sirve para
determinar |3 velocidad
en las montanas rusas.

La montafia rusa dCbC su n()mbrc a IOS gmdcs mb()-
ganes de madera que se construian en Rusia para lanzar
trineos deslizables sobre nieve. Posteriormente, aparecid

en Francia un modelo de montafia rusa en el que se
adaptaron rieles ¥ vagones. Esta idea de montafa rusa
se introdujo en Estados Unidos como una atraccion po-
pular llamada Roller coaster. En la actualidad, la montafia
rusa es una de las atracciones mecdnicas mas llamativas
para las personas y se utiliza en feras o parque temdticos
alrededor del mundo, donde se pueden encontrar las mis

rdpidas, extensas, vertiginosas o altas.

Basicamente la montafia rusa consiste en el desplaza-
miento de uno o mis vagones por medio de un riel que
tiene altibajos, de tal forma que los vagones alcanzan,
en algin punto del riel, una altura maxima desde la que
caen libremente apmvcchzmdo la cnt:rgia potcncial gra-
vitacional que alcanzan.

A continuacion se relacdonan las montafias rusas mas Figura 1. La mantaa rusa Kingda ko ubicada en Jersey

alias dal fiindo. tiena 139 metros de altura.
Nombre Ubicacién Altura

Tower of terror 11 dreamword Australia 115 metros

Superman Escape of krypton California, Estados Unidos 126,5 metros

Top thrill dragster Ohio, Estados Unidos 128 metros

. Kingda ka Jersey, Estados Unidos 139 metros

Existe una expresion proveniente de la energla cinética y 1. Calcula la velocdidad méxima que se alcanza en cada
la energia potencial que relaciona la velodidad y la aleura una de las montafas rusas mencionadas en la tabla.

a la que cae libremente un objeto como sucede en las

: 2. La energia cinética es la energia en movimiento que
montafias rusas mas altas del mundo. 9

poseen los cuerpos y se halla mediante la expresion:
La relacion es:

Donde v es la velocidad final del ohjcm, ges la constante

gmvitaniona] cuyo valor aproximadu es 9.8 m/s? yhela
altura de la cual cae libremente ¢l objeto.

Si un vagén de la Kingda ka con 10 personas tiene
una masa aproximada de 1.200 kg, ;cudl es su energia
cinética maxima?
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Trabaja con Winplot

’ Objetivo: analizar la grafica de la funcion f{x) = ax? + bx + ¢, a partir de la variacion de los pardmetros a, by c,

reconaciendo los elementos de [a funcidn cuadrética,

Descripcion: representar una funcidn cuadrética particular y después la familia de funciones fix) = ax? + b + ¢,

en el programa Winplot. Luego, hacer variar los pardmetros o, b y ¢ para encontrar generalidades y formular
conclusiones acerca de las caracteristicas de la grafica de una funcion cuadrética.

Para acceder a Winplot, ingresa y descarga
el programa en winplot.softonic.com

€ Haz doble clic en el icono wplotsp.exe.
©) Activa la opcion Ventana y selecciona 2-dim.

€ Activa la opcion Ecua, en el ment y selecciona
Explicita. Luego, en la ventana que se desplie-
ga, escribe la expresion x2 + 2x — 3, como se
observa en la ilustracion.

) Observa en la herramienta tabla, los cortes de
la funcién fix) = x2 + 2x — 3 con los ejes eiden-
tifica el vértice. Luego, confirma con la gréfica
de la funcién que sean los mismos.

© Activala opcién Una, en el mend, y selecciona
Ceros. Luego, en la ventana que se despliega,
identifica los ceros de fix) = x2 + 2x — 3. Haz
clic en siguiente para encontrar otros ceros,
como se ve en la figura.

y=x"2+2x-3
guardar x como A 'li uﬂvl

w’m

©) Haz clic en ok y observa dos ventanas: la grafi-
ca de la funcién y otra que se denomina inven-
tario.

Aozhbes Roum Var Atre Ura Daa  Aolm N
y=x"242x-2 ¥
-~

© En la ventana inventario observa qué pasa
cuando haces clic en las herramientas editar,
grafico, ecuacion y tabla. Describe en tu cua-
derno lo que ves en cada una.

Q Activa la opcién Una, en el mend, y selecciona
Extremos. Luego, en la ventana que se des-
pliega aparecen las coordenadas del vértice de
la grafica de lafuncion f{x) = x2 + 2x — 3,como
aparece en la figura.

y=x"2+2x-3 |
siguisnde wtrumo de| Y+ |
Comdcnuhls X = -1 00000

del vértica. p = 4 0D00

gueder | X v

como A ¥

=)

[ 9] Repite el paso 3 con f{x) = ax?2 + bx + ¢, como
se observa en la ilustracion.




£ Haz clic en ok y observa que la gréfica es una

linea recta. Esto sucede porque el programa
asigna los valores de a, b y c igual a cero (por
defecto).

m X

%' Determina por ensayo y error en Winplot, la

ecuacion de la funcién cuadrética que aparece
en la siguiente figura. Luego, encuentra las
coordenadas exactas del vértice.

¢5 Despliega la herramienta Anim del mend, se-
lecciona la opcion Parametros A-W. En ella
podras cambiar los valores de g, b y c seleccio- q
nando cada pardmetro y moviendo las flechas q
hacia la derecha o la izquierda. bl

s B ea - B M0 a0 L deme e
'

B

€% Realiza la representacion grafica de cada fun-
cion en el programa Winplot. Luego, halla los
ceros de la funcién y encuentra las coorde-
nadas exactas del vértice.

&% Utiliza Winplot para analizar las siguientes fun-
ciones cuadraticas:

flx) = ax?
i = i a. flx)=x2+4x+3
P b. fix)= —x+6x+4

c. flx) = 2x2— 20x + 57
d f)=—6x2—12x—5

T Resuelve el siguiente problema aplicando el
programa de Winplot.

fix) =ax?+ bx + ¢

Para ello, cambia los parametros de a, b y ¢,
segun corresponda.

13 Responde las siguientes preguntas a partir de
las gréficas de funciones cuadraticas.

i b Sy
e R T
3

Se lanza una pelota de béisbol a través de un
campo de juego a partir de una altura de 0,8
metros sobre el suelo, en un angulo de 45°
respecto a la horizontal, a una velocidad de
8,5 m/s. Aplicando las leyes de la fisica sobre
la trayectoria de la pelota es posible establecer
una funcién para la altura (y) de la pelota en
términos de la distancia recorrida (x), asi:

L »

N3
ap
up
™ 3
3
-

» flx) = — 73'25 *+x+08

a. ;Cudl es el color de la grafica de la funcion
cuadraticasia > 17

b. ;Cudl es el color de la gréfica de la funcion
cuadraticasia < 0?7

c. ;Qué diferencias encuentras entre las gra-
ficas de las funciones representadas en
Winplot? Escribe dos.

Encuentra la altura méxima que alcanza la pe-
lota de béisbol.
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@ Funcién exponencial y funcidén logaritmica
Estandares: pensamientos numérico

y variacional 1. Determina si cada expresion es correcta. Justifica
= Tu plan de trabajo... o ;
# Identificar las caracteristicas de la funcion a (=2P=-1 d. 05~ = SEqon
exponencial y realizar su gréfica. b. (-_4.)'3 =Rl e 67= —36
# Graficar funciones exponenciales y hallar i 0]‘32 = 2 64 ¢ (,3 -2 _ 7
la solucién de las ecuaciones exponenciales. = N : S) 9
# Comprender las caracteristicas de la funcién 2. Completa la tabla. |
logaritmica. p— !
# Construir la grafica de la funcidn logaritmica e — & = >
y resolver ecuaciones logaritmicas. | =32 Log 32 =5
Log. 9 =
|_Encuentra en tu (ERTY + ‘ B2 —
: —
Evaluaciones: |
7 De desempefio 9 JLoge =3 |
B 4 wutimedia m 1 Audios 3. Elabora una tabla de valores para cada funcion.
m 1 Galerias 3 Imprimibles a f=x+1 c = fxTi
3 Actividades = 3 Enlaces web T w31,
b. fix)=x"+1 d‘f(x)—x




© Cronologfa de las funciones

logarftmicas y exponenciales
Franda. Nicolds de Oresme Franda. El matemédtico Nicolds

\'Y esto que vas a aprender, th%hh S 2“"525"":,
ipara qué te sirve? funcidn expenendial 2°, @l libro Le triparty en fa scence

Edimburgo. John
-.Para saber por qué no et bl
se debe conducir cuando s

se ha ingerido alcohol.

Uno de los problemas mdés recurrentes en las vias del
pais es la accidentalidad, debido a que los conduc-
tores ingieren bebidas alcohdlicas antes de conducir.
Para contrarrestar este sucese diariamente Iz policia
de trdnsito hace retenes con el fin de controlar que
se cumpla el Cadigo de trnsito. Este cddigo san-
ciona a los infractores que conducen en estado de
embriaguez

de la curva que se forma en su
representadén gréfica.

# Lee mds acerca de este terna en la pagina 182

Actualmente sz hacen

estudios de pobladién
y se modetan mediante ks
fundones expanendiales

y logarftmicas.



J
1. Funcién exponencial < S meew
. : La fundién exponencial se aplica en ciencias como biologia, quimica, economia y so-
Historia de b L o i ey e e
las mateméti ciales. Particularmente, la funcién exponencial se utiliza en isis y descripcion
crecimientos y decrecimientos de pobladones, decaimiento radiactivo, carga o descarga
El exponente de un capacitor, crecimiento o decrecimiento de cifras econdmicas, entre otras.
de una potencia
El matemético francés Ni- Una funcién exponencial es una funcién de la forma fix) = a*, donde x es la va-
colds Chuguet (1455-1488), risble,a € Bt ya # 1.

fue la primera persona en
i *+1

E;l'alz;;slecll 6?2::‘:;2:&;2 Por ejemplo, las funciones Ax) = 5, glx) = (i) y A=2*+ 2 son funciones

respecto a la base. Tiempo exponenciales. En ¢l caso de la dltima funcion f{), es una traslacion de flz) = 2%

después, en 1636, lames

Humes publicé una cbra

de Viete en la gue escribia # El dominio es ¢l conjunto de los nidmeros reales y el rango es el intervalo (0, +229).

expresiones como 5x’ de “ L ; S
la o A s Desd Como 4" = 1, la grifica de la funcién siempre pasa por el punto (0, 1).

Las principales caracteristicas de la funcién exponencial flx) = & con 2 # 1, son:

cartes cambié los ndmeros # Como a' = a, la grifica de la funcion siempre pasa por el punto (1, ).
romanos de los expo- # La funcidn tiene como asintota al eje x.
nentes por ndmeros indo-
arébigos.
2 g

1.1 Representacion grafica D Ampliacén m
. 3 Enlace web
de una funcion exponencial e
La grifica de la funcion exponendal fx} = 4* es una curva que se puede analizar teniendo

en cuenta dos casos.

Caso 1. El valor de a es mayor que 1.

En este caso se cumple que:

# La funcién flx) es creciente,

# Cuando x disminuye, el valor de fx) tiende a cero.

# Cuando el valor de @ aumenta, f{x) crece mas ripidamente.
Caso 2. El valor de a es mayor que 0 y menor que 1.

En este caso se cumple que:

# La fundén flz) es decreciente.

# Cuando x aumenta, ¢l valor de f{x) tiende a cero.

# Cuando el valor de @ disminuye, fl) decrece mis rdpidamente.

EJEMPLOS \

1. Verificar las caracteristicas que cumple la funcién 7 f
f=a =3~

Como & = 3 se cumple que @ > 1, por tanto, se tiene que:

bt j(x) es creciente. ﬂf) =3

# La asintota de flx) es el ¢je x. L -
# La grifica pasa por los puntos (0, 1) y (1, 3). —15-1 -3 . s T 15

S J
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Estandares Fensamientos numérico v variacional @

‘

4
2. Graficar el siguiente grupo de funciones en un mismo plano. Luego, compararlas. r
fix) = 3 gle) = 25y bla) = 5° Recuerda que...
' X 13 funcién expoenencial

Primero, se construye la tabla de datos, remplazando los valores de x en cada una de las natural es fix) = &%

funciones. Donde e es un Nimero
irraclonal llamade name-
1o de Euler, que equive

= = '_—T'— 1 = _’ 5
3 ‘ ‘ L3 ¢ i ! %: : le aproximadamente 2
0,037 = 0,111 0,333 1 3 9 27 ) 2,718281,..
0,125 0,25 0,5 1 2 4 8 J
- 0,008 0,04 0,2 1 | 5 25 125

J ) )
. J J J . J J

Luego, se ubican las parejas ordenadas en ¢l plano cartesiano y se traza cada curva.

bx) =5 fix)=3*
+ 4

.
|
Kgqf?bw&

N-
B

-2 -1
-1

Finalmente, se tiene que las funciones f{x), g(x) y A{x) son crecientes, pasan por el punto

(0, 1} y tienen como asintota al eje x. Ademis, A(x) crece mds ripidamente que flx} y g(x).

3. Determinar ¢l domino y el rango de A(x) = 4% Luego, graficar las funciones
mx) = 4+ 2y k(x) = 4**?, a partir de la grifica de la funcién b(x) = 4%

Como el exponente de x puede tomar cualquier valor, el dominio de b(x) = 4 es R
y ¢l rango de b(x) es (0, =)

Para graficar r{x) = 4 + 2 se Para graficar &(x) = & 77 se
traslada la grifica de b(x) = 4 traslada la funcién Alx) = 4%
dos unidades hacia arriba. dos unidades hacia la izquierda.
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~

4. Construir la grifica f(x) — +((

)

2 )“ “ \‘
a partir de la funcién g(x) = (—;)ar :- ‘ \ VB TP
Primero, se traslada tres unidades a la derecha la grifica de 1 2= 5 =3 2 s (.-)+ :
=(3) 19=(3) At

g(x) - (;y, para Obt:ncrlagr:;ﬁcadc L = (;)x-a. J C i

Luego, se traslada L(x) una unidad hacia arriba, con lo que

se obtiene T'(x) — (;)’+ : -+ 1.
Finalmente, se refleja 7{x) con respecto al eje x, con lo cual

se obtiene flx) — +((3] +1).

N

=2

—4-

-1 1

Afianzo COMPETENCIAS

) interpreto « . Ejercito « ° Razono « a Modelo « a Soluciono problemas

€9 Responde. (€] Completa la tabla de valores de cada una de las si-
1. ;Por quéla grifica dela funcién flx) = &, siempre guientes funciones.
pasa por el punto (0, 1)? 17. flx) = 6
2. ;Cémo seria la grifica de la funcién #(x) del 'x 221 .6 1 2 | 3
ejemplo 3 de la piagina 165, con respecto a h{x), |
si fuera r(x) = 4 — 27 A=) __‘ . - JJ
3. ;Puede la funcién exponencial f{x) = &, tener S DA g
como asintota al eje 37 ;Por qué? L (5)
) 1dentifica cusles de las siguientes expresiones re- x -2 | -1 0 1 2
presentan funciones exponenciales. Justifica tu res- &) |
puesta. T
o = =+2 e
4 fin=(3) 9. gl (0,35) a 19. 4 - (3) | | 1
5. hix) = (/2] 10. plx) = (4 x) B -3 | -1 0 2 3
6. m(x) = 32 11 n(x) = —§ b(x) ‘
7. k(x) = (1,8y*! 12, t(x} = ‘:';‘ (=) ) ’ l ,
4 ¢y 20. (%) =4+ 3
8. fl= (—)’ 13. gl = (/7 | =
A 3 8 J M 2| 1] 0 1 3
) Dadas las siguientes funciones exponenciales: (x) ; ,
l X
y={¢) vy=¢
(6) . Representa graficamente las siguientes funciones
Responde las preguntas, exponenciales.
14. ;Qué valor o valores tiende a tomar y a medida 21y =6 25.y=03r+1
que x aumenta? 22.5= ( 1)“ 26.y = (2y~?
15. ;Existe algin valor de x para el cual y = 07 ;Por _ 33 j1yEt2
qué? 23.y=7 27.]—(2)
16. ;Puede y tomar valores negativos? ;Por qué? 24 y= (’%) 28. y — (Tli) w g
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Determina la funcidén exponencial que corresponde

a cada una de las siguientes grificas.
29. ¥
l'
-t — . ‘+
-3 -2 =%-- | 2 x
_lq
—2
S
—44
_S‘ <
30. N 81,
rt 5-
44
3
2%
1=
o | | 2 -x

a Observa las siguientes grificas que representan la
reaccion de un cultivo de bacterias al tratamiento
con cuatro tipos de antibidtico, en un determinado
intervalo de iempo. Luego, responde las preguntas,

Antibidtice 1 Antibiétice 3
» »n n -
ye 4=
3- 3r
2+ 2
= 1+
-t o—o—o—-v.v oty — )} y o
—2—I_(')- 1 2 3 4x -4-3 -—2—]_(:; I X%
' '
Antibidtice 2 Antibidtico 4
LRI 7 4
.‘ 4~ 4. :
ot It
" 2- 2+
= i
P - i SR Y e W T
—2—1_?. I 2 3 4x —4—3—2—1_(;‘ 1 2k

. 1
31. ;Cuil es ¢l antbiotico que logm disminuir en
menor tiempo la poblacién de bacterias?

32. ;Cuil es la funcidn que representa la reaccidn de
este antibidtico y para qué valores estd definida?

Estandares Pensamientos numeérico y variacional !'

@ Eociibe 1a funcion que resulta de cada transforma-
cién.
33. Reflejar A(x) = 7% con respecto al eje x.
34. Trasladar tres unidades hacia la derecha

] X
glx) = ( 3) :
35. Trasladar dos unidades hacia arriba
2
g = ~(3)-

36. Reflejar, con respecto al eje y la grifica de
h(x) = 5°. Luego, trasladarla dos unidades hacia
la izquierda.

e La ganancia G, en millones de pesos, que produce un
negocio de cuatro hermanos después de ¢ afos estd
dada por la expresion:

G = so0(5 ] +12

Después de cinco afios deciden dividirse en partes

iguales su ganancia.

37. ;Cuinto le corresponde a cada uno?

38. Realiza la grifica de la funcion.
a El crecimiento de una poblacién

de ranas, después de ¢ semanas,

estd dada por la expresion:

C=20(2)"* - 10

39. Representa grificamente, en una hoja milime-
trada, el crecimiento de la poblacion de ranas.
40. ;Cuidntas ranas hay inicialmente en la charca?

41. Después de 10 semanas sin control alguno, zen
cudnto se ha incrementado el nimero de ranas?

a En una isla en Alaska se ubicaron tres parejas de osos
en 1998, con ¢l fin de poblar derta regién. Se espe-

raba que la cantidad de osos se incrementara segin
la funcion:

M) = P2

Donde ¢ es la cantidad de anos desde 1998, P es la
cantidad inidal de osos y P(2) es la cantidad de osos
al cabo del tiempo.

42. Aproximadamente, ;cudntos osos habrd en el afio
2017¢

43. ;En qué porcentaje se debe haber incrementado
el ndmero inicial de osos para el afio 20177
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Por qué la funcién logarit-
mica fix} = Log, ¥ nc estd
definida parag = 17
8

Recuerda que...
y= Lognxsiysb‘:osl

& =ycong>0
ya#l

168| g

2. Funcion logaritmica < [EYY s [ imoioce

Una funcion logaritmica es una funcién de la forma fx) = Log, x, donde x es |3
variable, a € R* ya # 1.

Por ejemplo, las funciones y = Logs x y ) = Logs (x + 1) son funciones logaritmicas.

La funcién y = Log. %, se lee y igual al logaritmo en base 2 de , donde el valor de yes el
exponente al cual debe elevarse 4 para obtener x. Por ejemplo, y = Log, 16 = 4 porque
2¢ = 16.

Las principales caracteristicas de la funcion logaritmica f{x) = Log, x con 2 # 1 son:
# El dominio es el intervalo (0, +22),

# El rango es el conjunto de los nimeros reales.

# Como Log, 1 = 0, la grifica intercepea al ¢je x en el punto (1, 0).

% Como Log, 2 = 1, la grifica pasa por el punto (a, 1).

# La funcién tiene como asintota al eje y.

2.1 Representacion grafica Ampllacién
de una funcion logaritmica R
La grifica de la funcidn logaritmica flx) = Log, x es una curva, que se puede analizar
teniendo en cuenta dos casos.
Caso 1.El valor de @ es mayor que 1.
En este caso se cumple que:
# La funcidn f{x) es creciente.
# Cuando x disminuye, ¢l valor de f{x) tiende a infinito negativo.
# Cuando el valor de 4 disminuye, f{x} crece mis ripidamente, si x > 1.
Caso 2. El valor de a es mayor que 0 y menor que 1.
En este caso se cumple que:
# La funcién f{x) es decreciente.
# Cuando x disminuye, ¢l valor de f{x) tiende a infinito positivo.
# Cuando ¢l valor de 2 aumenta, la funcién fz) decrece mis ripidamente, six > 1.

EJEMPLOS .

1. Graficar las funciones flx) = Log, xy g(x) = Log; x. Luego, compararlas.

Primero, se construye una tabla de valores, teniendo en cuenta que x € .

2 2 g || & || =

2% 2 % 2

flx) —1 0 0,58 1 1,32 1,58 1,8 2 2,17

g 1 0 [-058| -1 |-1,32|-1,58| ~1,8| =2 |-2,17|

L J
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Estandares Pensamientos numérico y variacional !'

Luego, se ubican los puntos en ¢l plano y se traza la curva que representa cada funcion.

.

;ﬁ i T O
‘ T3
2|
-
—io/r\_‘z‘skéé%&‘ox
- 2 e
_:J" \‘\.__-_‘.
" 4 s =Loglx

Finalmente, se tiene que las grificas son simétricas respecto al ¢je x y ambas tienen como
asintota al eje y.

Sin embargo, flx) = Log: x es creciente y g(x) = Log; % es decreciente.
2. Comparar las grificas flx) = 3 y g(x) = Log; x.

Las grificas son simétricas con respecto a la recta y = x. Esto significa que los valores
del dominio de fconstituyen el rango de g, y viceversa, los valores del dominio de g
conforman ¢l rango de £

Por esto se cumple que los valores correspondientes tanto de f como de g, estin a la
misma distancia de la recta y = .

3. Hallar el dominio y ¢l rango de g(x) = 4 + Lo (2x — 3).

Como ¢l dominio de una funcién logaritmica comprende solo valores positivos, se tiene
que 2¢ = 3 0, de donde x >3 .

Por tanto, ¢l dominio de g es ¢l intervalo (%, oo).

El rango de la funcion g son todos los nimeros reales.

Se puede concluir que el dominio y el rango de flx} = Ln (2% — 3) son los mismos que
los de g(x) = 4 + Ln (2x — 3).

La invencién
de los algoritmos

Los algoritmas fueron in-
ventados por John Napler
(1550-1617) y Henry Briggs
(1552-1632), quienes de-
sarrallaron la idea del lo-
garitmo comuin, la cual se
utilizé como herramienta
para calcular, hasta fa apa-
ricién de las calculadoras.

Recurso
imprimible

Recuerda que...

La funcién fix) = Ln x se
corace coma la fundon

logaritmica natural ya
gue su base es:

e=2718...
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Recuerda que...
£nla expresién Log X = ¥,

se asume que la base del
logarltmo es 10,

Afianzo COMPETENCIAS

(1) Responde las siguientes preguntas respecto a la fun-

cién flz) = Log, x.

44, ;Cudl es ¢l dominio de f?
45. ;Cuil es el rango de f7
46. ;Cudndo fes creciente?
47. ;Cudndo fes decreciente?
€% Dada una funcién de la forma fix) = «* cuya grifica

pasa por los puntos (2, 25) y (—1, 0,2), determina
cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas

y cudles son falsas.

48. La grifica de la funcién g{x) = Log. x pasa por ¢l
punto (—1, 0,2).

170| gosrssans

4. Una poblacién de bacterias crece segin la funcion B(s) = 0,15 ¢, donde ¢ es ¢l
tiempo en horas,

a. Expresar el iempo en funcién de la cantidad de bacterias. Luego, realizar la grifica.

Primero, se despeja ¢ Por tanto, % = [—)B;(]% g

Luego, se expresa en forma logaritmica, teniendo en cuenta que ¢ es la base, Asi, se tiene

que Ln (_(SQL]%) =2z
Finalmente, sc. despeja ¢ con lo cual se obtiene $(B) = ;‘ Ln { 0‘8; 5 )
Asignando valores a B(#) se obtiene la siguiente grifica. .

#B)
B S
” “®=31a(55)
14 -
- A ) 1 . .
=1 [0 1 | 2| 3 | 42
—Ii-l
Y

b. Calcular la diferencia entre el tiempo en que hay cerca de 200 bacterias y el tiempo
en que hay 100 bacterias,

Primero, se remplaza cada cantidad de bacterias.

1 (200, _ 1 {200
q=% L"(O.IS)}”’ 2 I““(0,15)

Luego, se simplifica cada expresion.
=325y =36
Finalmente, se tiene que hay una diferencia aproximada de 0,35 h, es decir, 21 minutos.

8

4 B

J

) interpreto « . Ejercito » ' Razono - a Soluciono problemas

49. La grifica de g(x) = Log, x pasa por (25, 2).
50. Las grificas de flx) = &y glx) = Log. x no tienen

puntos en comun.

51. Las grificas de flx) = &* y g{x) = Log, x solo

tienen en comiin el punto (1, 0).

@ Escribe en forma logaritmica cada igualdad.

52.7° =49 56.3°=y

53. (—;)2 - —21; 57. (%()2 =120
54. % = 4,2 58. = 10
55.112 =4 59. 5¢ = 37



Estandares Pensamientos numérico v variacional !'

e Determina el dominio de las siguientes funciones a Para medir la cantidad de energia liberada por un

logaritmicas. sismo se utiliza la expresion:
60. y = Log; (x + 2) 65.y=3 + Logy (x+ 1) Log = 1,5M + 11,8
61. fix}) = Log (x—5) 66.fx) = Log, (1 — x) Donde E es la energia li-
62. g(x) = Log, (2x — 2) 67. g{x) = Log, (5x + 1) berada, medida en ergios,
63. h(x) = Log, (3x + 5) 68. h(x) = Log, (> — 1) Y o I dnsytised el
] sismo, en grados de la es-
64 y=Log(lx) 6. ).=h,g(6x5+2) cala de Ritcher.
Grafica las siguientes funciones en hojas milime- 88. Calcula la energia liberada por un sismo de 5
s grados en la escala de Ritcher.
70.y = Log: * 75.3=3 + Log » 89. Realiza la grifica, en hojas milimetradas, de la
magnitud de un sismo en funcion de la energia
71 flx) = Logs x 76. flx) = 4 — Logs x liberada.
72 hlx) = Log; X 77 glx) = Logs (x — 3) 90. Escribe en forma exponencial la siguiente expre-
73.y = Logs x 78. h(x) = —Log, (x + 2) sion:
5
74, glx) — —Log, x  79. y=1—Log,(x—1) Log £= 1,5M + 11,8.
4 H
1. Determina el domini 1 rango de la funcié
Relaciona cada una de las siguientes funciones loga- ? crmlj(r:a Z. % ;’r;nt;m B AR
ritmicas con la grifica correspondiente. M= 8 s A Luego, determina si la
80.y = Log (— %) 82.y = Loga (x — 1) funcidn es creciente o decreciente.
8l.y = —Log,x 83.y = Log, (1 — x) 92. En ¢l 2011 se registrd un terremoto en Japon de
5 7 ¥ 9 gmdos en la escala de Ritcher. Determina la
3 33 energia liberada por este sismo.

..

5 | m (5 | Segin algunos estudios la

N AN cantidad de madera que se
—4-3-2-10\ 1+ |0 IN2 3 & 6§« produce en un bosque estd
B 3 dada por la expresion:
-2 -2
' ' s Q) = My(1 + 2y
bl 7 arn Donde Ces la cantidad de madera en hectireas (ha)
T — 2 2s = que habri a los ¢ afos. M, la cantidad de madera
R 1 ' inicial ¢ f s la tasa de crecimiento anual. Si i = 0,08
S —4-—3—5-ho x 0 1723 & 5= i
T B T 75 93. Si inicialmente hay 2 ha de madera, ;cuintas
-3 -2 hectireas de madera habrd en dos anos?
i | —3: Y 94. ;Cual es la expresion que representa la funcion
(&)
i Grafica las sigui funci artir de |
. 3e fﬂ I:: i i 95. ;Cudntos afios tardarid en triplicarse la madera del
e i)()squr?

84.y= Log (x — 1
) B (= ) 96. ;Cuiles son las caracteristicas de la grifica ({12

85.y=4+L =
% sz =1} 97. ;Cuiles son las caracteristicas de la grifica C)2

86.y= -3 — i
& Lot &:7:2) 98. Si M, = 5, ;en cuinto tiempo habrd 20 ha de
87.y = Logs (x + 2) madera?
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Demuestra que
X
'—°9a(y) eslgual a

Legg x — Logg ¥
@raa,x,ye Rt yas£1.

2.2 Propiedades de los logaritmos @ Ackvis D e

Si @ es un niimero real positivo diferente de 1 y %, y € Y, se cumplen las siguientes
propiedades.

“Nombre . Expresion
Logaritmo de un producto Log, (x+ ) = Log.x + Log.
Logaritmo de un cociente Log, (’;) = Log, x — Log,
. Logaritmo de una potencia Log, () = y Log,
Logaritmo de una rafz h,g,d}=[—"§i‘,nez,n;=z
Propicdad del cambio de base B A _11%2; yE1

Para demostrar las propiedades de los logaritmos se aplican las propiedades de la po-
tenciacion. Por ejemplo, para demostrar la propiedad del logaritmo de un producto se
realizan los siguientes pasos:

M= Log. x Seiqualan My N a cada logaritmo.

N=Log.y

a¥=x Se expresa czdla lagaritme en forma expanencal.

4 = ¥

=%y Se multiplican las partes corespondientes de ias iqualdadss.
tW=x-y Se aplica el producto de patendas g2 igual base.

Log, (x-p) =M+ N  Seapressenforna logeritmic.
Por tanto, al remplazar M y IV se prueba que Log. (- 3) = Log, » + Log. ».

-
1. Caloular e valor de Log; (£22). 2. Escribit la siguients expresidn en términos de Log v,
K; 64 gu xp g
Lo (_l_gj_) = Log ( _2_) Se axprasa cada nimero Logyy Logz. s
84 64 14 comoponda. I.og—"'l
3
= Log, ('i) Se aplica la potencia de un codents, ,9} % Se anlica logaritrno
: 45. L"gz =L°g("72)— Log 2 deJrrllwtie;*-te.
=3 Se aplica ‘ugaritmo de une potencia. Sa aplica logaritm
sl (R S
=3 Lng; ( 5 ) Se calcula el fagaritmo, = Logx + 2 Logy — Log z 3-» aplic lfqar_im:u
£ una potanda.
=3(—1)= -3 Se muitiplica. Luego, Lug—'\i ~Logx+ 2Logy — Log =
125 _ %
Luego, L"gg(64)" -3 Esto se cumple para = 0, y = 0 y 2 = 0.
\ J
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Estandares Pensamientos numérico y variacional l'

Afianzo COMPETENCIAS

) Argumento -a Ejercito -. Razono « a Soluciono problemas

\j Determina cudles de las siguientes igualdades son
verdaderas y cudles son falsas. Justifica tu respuesta.

99. Log MN = Log, M + Log, N
100. Log,( :‘\{) = Log, M + Log,
101. (Logs M) = Log, MY

102. Log, M" = N'Log M

I‘OE M
Logy &

Logé
104. Log, M = 157

. Aplica las propiedades de los logaritmos para desa-
rrollar cada una de las siguientes expresiones.

105. Log, (2x)
106. I.A)g,(";)
107. Log, (72
108. Log, (x—‘zi)

V2
-~
110. Log, (¥ x4 5)
111. Log, (#r7p°)
112. Log, (ﬁ)
113. Log, ( )
114. Log; (\ "f )

a Escribe como logaritmo de una sola expresion.
115. Log: 5 + Log, 3
116. Log, x — Log, »
117.Ln (2x + 1) + La (x + 2)
118. 5(Log zy + Log 2)
119. ;LnS — Ln(3/2)
120. Log, x + Log 3 + Log, * — Log, 5
121. Log a + Log b + Log—]l(‘) — Log5

103. Log, M =

122. ;Lnx— 2

1
SLn_y— 4an

123. 2 Log, xz}'+3[ug‘x) L()g .\yl

Log mn

Calcula el valor aproximado de los siguientes lo-
garitmos, teniendo en cuenta que Log 2 = 0,3
y Log 5 = 0,7.

124.-51,0gmn + Log m? "_ﬁ

125. Log; (2) 130. Log; (200)

126. Log: (5) 131. Log (625)

127. Log: (10) 132. Log (1.024)

128. Log () 133. Log, (35

P
n Demuestra las siguientes igualdades.

135. Log, (#) = y Log, x

136. a = 5%+

137. Logyg (9) = 5 Log, (9)

138. (Log, &)(Log, (Log. d) ... (Log,a) = 1
con a, b, ¢,... n € R+ y diferentes de 1.

anuclvc.
139.Sia, b € R tales que:
7.} s |
Log(as ) = 2(Luga + Log §)

Calcula ¢l valor de 526.
140. Si Log ¥a= 2, caleula Log ag en funcion
de p.

141. Halla el valor de (Log, 4) - (Log. 8).

EI nivel de presion del
sonido estid dado por la
expresién:

= 20Log 520
= 201"8(2 x107¢/ b

Donde p es la presion del |

sonido en dinas/em?®.

142. Demuestra que ¢l nivel de presidn del sonido se
puede expresar como

N= Z(J(LOg'E + 4)
143. Si p = 5 X 107 dinasfem?, ;cudl es el nivel de

presidn sonora?
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Al resolver sisternas de
ecuaciones pueden apa-
recer soluclones extranas.
Por esto, es importante
vertficar las soluciones en
|as ecuaciones crigingles.

174 o

=5 : "
3 Se expresd cada ecuadin en forrna expanencal.
* = 10.000
{5 = 10.000  Se sustituye x = Sy en la segunda ecuadin.

Al resolver la ecuacién 5y = 10.000 se obtiene que y = 1032 Si se remplaza el valor

de y en cualquiera de las ecuaciones se obtiene que el valor de x es 5082 .

2
3. Ecuaciones exponenciales -
, . Recurso  Enlace web

y logaritmicas imprinile
Una ecuacién es exponencial o logaritmica segin la ubicacién de la incognita. Si la
inchgnita estd en el exponente de las expresiones que conforman la ecuacién, es una
ecuacion exponencial. En cambio, si la incognita estd en un logaritmo, es una ecuacion
logaritmica.
3.1 Ecuaciones logaritmicas
Para resolver una ecuacion logaritmica se realizan los siguientes pasos:
7 Primero, se despeja el término logaritmico.
# Luego, se escribe la ecuacién en forma exponencial.
% Finalmente, se ja la variable.
Por ejemplo, para resolver Log x + Log (x + 9) = 1 se realizan los siguientes pasos:
Logx+ Log(x+9) =1

Logx(x+9)=1 Se aplica el logaritmo de un producta

Log (# + 9x) = 1 Se multiplica.

F 4+ 9x= 10" Seexpresadefonna eponencial.
Z+9x—10=0 Seigualaa e
x— 1=+ 10)=0 Safactodiza.
x=1lox= —10 Seeuribenlas posibles scluciones.
La solucién x = —10 se descarta, ya que Log (—10) no esti definido.
Sistemas de ecuaciones logaritmicas
Un sistema de ecuadones logaritmicas es un conjunto de ecuaciones con 7 incognitas,
en las que aparecen logaritmos. Para resolver un sistema de ecuaciones logaritmicas se
expresa cada ecuacion en forma exponencial y se aplican los métodos para resolver sis-
temas de ecuaciones.
§ EJEMPLO 5
Resolver el siguiente sistema de ccuaciones. Logy« — Logs y =1
Log x + Log y* =
Log,% =1
Lg" y Se aplican las propiedades de los logaritms.
. g’ =4
—
Recuerda que...

J




Estandares Pensamientos numérico y va riacio@@

3.2 Ecuaciones exponenciales

Para resolver una ecuacion exponencial se deben tener en cuenta los siguientes casos.

Caso 1. La ecuacion se puede plantear como una igualdad
entre potencias de la misma base.

En este caso se aplica la siguiente propiedad de la potenciacién.
Sia’=ad'cona> 0ya7 1, entonces, x = .
Por ejemplo, para resolver la ecuacion 2%? = 512 se realizan los siguientes pasos:

2%+3 =512

24+3= 2% Spexpresa 512 como L potencia de 2.
4x+3=9  Seaplican las propiedades de 3 potendiacion.

4x=6 Sers@l
x= % Se divide entre & y se simplifica.

Por tanto, la solucién de la ecuacion es x = -21

Caso 2. La ecuacion incluye potencias de diferente base.

En este caso se aplica la siguiente propiedad de los logaritmos.
Sean x, y € RY6=0,6+1.

Six = y, entonces, Logsx = Log »

Por ejemplo, para resolver la ecuacion 5% ** = § se realizan los siguientes pasos:

5**? =8
Ln (5%*%) = Ln (8) Se aplican las propiedads de los logaritmoes.
Ln (5%*%) = Ln (2%) Se enpresa & comp potencia de 2.
Bx+9NLn5=3Ln2 Se aplica el logaritma de una potenda.
3xIn5+9Ln5=3Ln2 Se aplica la propiedad distributiva.
3xLn5=3Ln2—9Ln5  Sedespeaiclnd.
=éi1‘n2-9l‘ns Ca dacnei:
x 3Lns Se despejax.

Por tanto, x = —2,57.

solucién de la ecuacién
e* + x = 3 grificamente?

1. Resolver la ecuacién (%)(31'-') =9.
[t

(373> =3 Sesyprsan 3 ¥ 9 corna poiencias de 3.

3%-2 =3 Seepliael producto de patends de igual base.
2x— 2 =2 Seaplianlas popiedades de la potencacidn,
x—1=1 Sedivideentre 2 arbos \atos de & kualdad.
x=2 Sesumal

L Por tanto, la solucidn de la ecuacion es x = 2.
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2. La poblacién de un pais, en millones, dentro de #afios estd dada por la funcién
2 =343
:Cudnto tdempo debe transcurrir para que la poblacion del pais sea de 50 millones

de habitantes?
2 ‘ c . .
50 = (3){4+") Se plantea la ecuacifn exponencial,
Ln{50) = Ln [(3)(4%‘)] Se aplican las propiedades de los lagaritmes.

3
Ln{(30) = Ln(3) + Ln (4‘ ') Se aplica logaritmo de un producto.
Ln(50) = Lan(3) + (2 t) Ln(4) Seaplicalogadtma de une potencia.

,—Ln50—Ln3

Se despeja L.
2 1n4 ’

Como ¢ = 2,705, se concluye que deben transcurrir entre 2 y 3 afios para que la pobla-
cion del pais sea de 50 millones de habitantes.

-

Afianzo COMPETENCIAS € interpreto «&3 Propongo + @ Ejercito + @ Razono - @ Soluciono problemas

(1) Responde las siguientes preguntas. Resuclve las siguientes ecuaciones logaritmicas.

144, ;Qué es una ecuacidn exponencial? 166. Log (x — 9) + Log (50x) = 3

145. ;Qué es una ecuacion logaritmica? 167.2Log(x—1) =0

146. ;Como se resuelve una ecuacion exponencial? 168. Log; o2 + 3 Log,x = 10

147. ;Cémo se resuelve una ecuacion logaritmica? 169. Log; (x + 1) + Log, (x — 1) = Log, 8
(3 ) Indic'a cuiles de las siguientes ecuaciones son expo- 170. Lnx® — Lnv'x = ;

nendales. 171. Log (x + 4) = Log (2 — 1)

148.3* =15 151. 31 = 34 172. Log x + Log (x — 1) = Log (x — 2)

149. 22 + 3x =12 152.5x + 12 = & 173-21-(335&'*‘])—[0&0‘"1):1

150. 6%~ '= 10 153.10 + ¢e=Lnx ]74.[4)9x+1.{)g‘x+1-0g15x=7
aHallac] valor de m en cada uno de los siguientes 175. Log) x + 2 Log, x +Lng9(2x)——;—

g 3
ogucitiioy. 176.3Lnx—Inx—Ln9 =0
154. Log, 625 = 4 160. Log,_ 256 = m

177. Log: (Log; (Log, )) = 0
178. Log, ¥ 2 + 17 = 2
179. Logs (2x) — Log (x + 1) = 0

155. Log, 27 = m 161. Log, 1.024 = 10
156. Logs m = 125 162. Logy m = 4
157. Log, 144 = 2 163. Log. 343 = 3
- Fog. lso.logf+(h)gx2=3
158. Log, 32 = m 164. Log,, 14.641 = m
12
159. Loge m = 3 165. Log. 3.125 = m WL Log s~ Tz =3
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e Resuclve los siguientes sistemas de ecuaciones loga-
ritmicas.

Log x + Log (y + 3) — Log 6
"|Log(x +7) — Log(y + 2) =1

Log x + Log y = Log 3
183.
Logx + Log y =1

oy {lng_ﬁ x* + Logs y — 1
Log x + Logs y = 2
185. {’aga 3x — Logy y = 15
Log, 4x — Log, 2y = 18
Log: x* + Log: y* =3
186. [Logz i Log; o=
' Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
187. 2772 =4
188, 8> ' = 32¢
189. 81~ = 27
190. (8™¥)(2+") = 4**2
191. (64 * ) (167~ %) = 1
192. 27 +* = 1.024
193. (3)(3%* ')(3**°) = 243
194. 572+ 5+ 51 =30
195.3*+ ¥ —12=0
196. m+f+‘
197. >+ = 55+
198. m*t2— g4 =0
199.3%*! = 9(2**?)
200. 4(2%+1) = (—é)"+ ’
201. 3x+5 .. 3x+2 + 3 = 506
202. 2%+ 4 22643 = 3 264

203. 0,125%* Y — 0,25%*3 = 189

204, 1,213+ 0 41 W0&+1) = }])
L1, 7 .

182

=4x—2

‘ Resuelve.

205. Halla ¢l valor de f{10) teniendo en cuenta que
fix) = 30 — a5 f0) = 10 y fi3) = 20.

206. Determina la relacion entre 2 y & si se cumple
que Log a + Log & = 0.

Estandares Pensamientos numeérico y variacional !'

207. Demuestra o refuta la siguiente igualdad:
h)g,x'i'Log,x:Logdx
Paraxya, bERY 2 # 1,b# 1,2 b+ 1.

e Se dispone de 500 miligramos de carbono-14 de un
organismo muerto. Si la cantidad que queda des-
pués de x anos estd dada por Plx) = 500 00015
miligramos :

208. Expresa x en términos de P.

209. Determina el dominio y ¢l rango de la funcién
que resulea al expresar x en términos de P,

210. Calcula la cantidad de carbono-14 que es po-
sible encontrar después de 1.000 afios.

211. Determina cudntos afios deben transcurrir para
que solo sea posible encontrar un miligramo de
carbono-14 en ¢l organismo muerto.

212. Halla el tiempo que debe transcurrir para que la
cantidad de carbono-14 se reduzca a la mitad.

Algunos médicos utilizan
la siguiente formula em-
pirica para calcular el drea
de la superficie del cuerpo
a (en metros cuadrados), a
partir de su masa m (en kd-
logramos) y de su estatura
b (en centimetros).

Loga = —2,144 + 0,425 Log m + 0,725 Log /&

213. Calcula el drea aproximada de la superficie del
cuerpo de un hombre cuya masa es de 70 kg y

cuya estatura es 175 em.

214. Calcula ¢l drea aproximada de la superficie del
cuerpo de una mujer cuya masa es de 60 kg y
cuya estatura es 1,6 m.

215. Halla la estatura aproximada de una persona, si
el drea de la superficie de su cuerpo es 2 m* y su

masa es de 80 kg,
£
AL expresion y = l‘l_:_‘ pr indica la cantidad de

infectados y en una ciudad que tiene p nimero de
habitantes, en un tiempo de # dias desde el inicio de
la epidemia.

216. Expresa ¢ en funcion del nimero de infectados.
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Funcidn exponencial

g Grafica, en tu cuaderno, las siguientes funciones
exponenciales. Luego, indica el dominio, ¢l rango
y las intersccciones con los ejes.

217. flx) = 57

Dominio:

Rango:

Interseccion con los ejes:

— {3y

218. y = (3]

Dominio:

Rango:

Interseccion con los ejes:

219. g(x) = 24

Dominio:
Rango:
Interseccion con los ejes:

220. Hx) =&+ 1

Dominio:
Rango:
Interseccion con los ejes:

221. y=3*2 -9

Dominio:

Rango:

Interseccion con los ejes:

22. fi9y = (¢)

Dominio:

Rango:

[ntemseccion con los ejes:
223, gx) =5"*2—9
Dominio:

Rango:

Intemseccidn con los ejes:
224, Hx) =F + 3™

Dominio:
Rango:

[ntemseccion con los ejes:

’ Realiza, en tu cuaderno, un bosquejo de las grificas
de las siguientes funciones a partir de la grifica de
hlx) =

225. fl) =3= -3
226 fly =3 +2
227.ﬂx)-3"‘ =1

228. y=%"°+4
229. y=3(3"'+ 1)
230 )‘ (3k l) Y
Funcidn logaritmica

¥ Determina el dominio de las siguientes funciones
logaritmicas.

231. fix) = Log: (x — 3)
Dominio:

232. flx) = Logs (5x + 1)
Dominio:

C

C

e—_

233. fl) = Log, (*F 2%_2)

Dominio:
234. flx) = Log (j"%z)
Dominio:

9 Escribe Ia funcién que corresponde a cada una de
las siguientes grificas.
235. b ;

-
P i " ! "
-3 =2 -3 0, 1 x
236. » 4
| 6 !
S+ "‘
4 {
| 1/
S
IO_//

= ’3 "

—‘32—10123(

C

I

e




Estandares Pensamientos numérico y variacional

9 Escribe como el logaritmo de una sola expresién. ¥ Desarrolla cada logaritmo.
237. Log,m — Log.n — Log, p 242. Log, m*n’pt

243, Log‘ﬁ?

238. Log,x — 2 Log y (x + y)?

244. Log,
Z
245. Logm’\]pr’
239. ) Log, s + 3 Log, ¢ 3
2 246. Log,
o
(Tas
ab
247. Inst’ n?

240. ) Log, p+ 3 Log,g — 3Log, s ; :
‘ ‘ Ecuaciones exponenciales

y logaritmicas

P Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales y
logaritmicas.

248. 3 =51

249. 3% + -135 =57

250. Log; (x + 2) + Log; (x — 2) = Log; (2x — 1)

251. (39)(57) = 15%+3

252. 2x+2 + 2v+5 - 2x+4+ 2x+5+ 2x+6__._. 3]

253. 25 Log.x + Logx = 4

254. Log 3+ Log 4~ =6

255. Ln (x+ 1) + Lo (x — 1) = L (4x — 4)

256, Lt =2x

241. IDg‘6+IDs‘d-%IDg‘2
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Algunos estudios concluyen gue si una persona en
una zona urbana se enferma de gripe, el ndmero de
personas que se habrén contagiado al cabo de t dias
sera aproximadamente de:

(Cuantas personas contagiadas habré al cabo de

4 dias?

(Cuantas personas contagiadas habra al cabo de

10 dias?

_10.000¢
NG = T0.000

Comprende el problema.

Cuiles son las preguntas del problema?
;Cudntas personas contagiadas habri al cabo de 4 dias?
;Cudntas personas contagiadas habri al cabo de 10 dias?

#Cuiles son los datos del problema?
El nimero de personas que se han contagiado al cabo de ¢ dias serd aproximadamente

_10.000 ¢
N& =2 0000

Elabora un plan y llévalo a cabo.
Primero, se determina qué relacion tienen los dias y a qué variable equivalen dentro de la formula.
Los dias corresponden a la variable # Por ello, se remplazan 4 y 10 en la formula.

10000 ¢
NO= 270,000

Segundo, se calcula la cantidad de personas contagiadas al cabo de 4 dias.

= A = o=
N(4) _mm‘_e‘ﬂo.ooo 54,3 =54

Finalmente, se calcula la cantidad de personas contagiadas al cabo de 10 dias.

N(o) = = 6.877,58= 6.878

_10.000"
A+ 10.000

Verifica y redacta la respuesta.

Se verifica que las operaciones son correctas. Luego, se tiene que la cantidad aproximada de personas
contagiadas al cabo de 4 dias es 54 y al cabo de 10 dias es 6.878.




La poblacién de un continente estd dada por la relacion:

Pl = 10(%)'5.

257. Si ¢ se mide en afios, jeudnto tiempo debe trans-
currir para que la poblaciéon del continente se
triplique?

Resuelve las actividades 258 a 262 de acuerdo con la
siguiente informacién.

El nivel de decibeles del sonido (dB) se puede calcular
mediante la siguiente formula:

D =10 Log (/- 10"

Donde 7 corresponde a la intensidad del sonido medido
A4

m?’

258. Si se duplica la intensidad del sonido, ;como
cambia el nivel de decibeles del sonido?

€n

. El umbral auditivo es la minima intensidad de
sonido que una persona puede ofr, y corresponde
a 107" Demuestra que el nivel de decibeles del
umbral auditivo es cero.

. Un amplificador tiene 1.000 —;% de salida. ;A qué

intensidad de decibeles corresponde esta inten-
sidad?

L Trifico callejero
 Posible dafio auditivo
! Umbral del dolor

Condierto de rock 10
s il

S

262. Halla una expresién para caleular 7 en funcién de
D.

Responde las preguntas 263 y 264 de acuerdo con la
siguiente informacién.

Laccuacién I = -%(1 =48,

en donde t es el tiempo en

segundos, es utilizada en el estudio

de algunos circuitos eléctricos. Si

E = 10 voltios, R = 12 ohmios y

L = 7 henrios, responde:

263. ;Cudnto tiempo debe transcurtir para alcanzar una

corriente de / = 0,9 amperios?

264. ;Cudnto tiempo se necesita para alcanzar una co-
rriente de 7 = 0,55 amperios?




&‘ Y esto que aErendi‘ ipara gué me sirve? I

..Para saber por qué no se debe conducir
cuando se ha ingerido alcohol.

Uno de los problemas mis recurrentes en las vias del
pais es la accidentalidad, debido a que los conductores
ingieren bebidas alcohdlicas antes de conducir. Para
contrarrestar este suceso diadamente la policia de trin-
sito hace retenes con el fin de controlar que se cumpla
el C(')digo de trdnsito. Este o()digo sanciona a los infrac-
tores que conducen en estado de embriaguez.

El Cédigo de trinsito de Colombia incluye sanciones
de acuerdo con ¢l nivel de alcohol en la sangre que
tenga ¢l conductor en ¢l momento de ser descubierto
manejando en este estado.

En la siguiente tabla se muestra el estado de embriaguez
de una persona segiin la cantidad en gramos de etanol

por cada litro de sangre.

Estado de embriaguez c::l.:m:;)
Negativo Menor 2 0,4
Primer grado Entre 0,4 y 0,99
Segundo grado Entre 1y 1,49
Tercer grado Mayora 1,5

Por ejemplo, una persona que infrinja la ley con tercer
grado de embriaguez se le puede sancionar restrin-
giendo su licencia de conduccién de dos a diez afos y
obligindola a realizar trabajo social por cuarenta horas.
Si infringe nuevamente la ley le serd retirada la licenda
de conduccidn de por vida.

Cb

Galerla de
imdgenes

Existe una relacién que permite determinar el porcen-
taje de riesgo de tener un accidente automovilistico por
ingerir alcohol. Esta relacion se puede modelar con la
expresion:

R = Ge&

Donde R es el porcentaje de riesgo de tener un acci-
dente, k es una constante que depende del estado fisico
de la persona y x es la concentracion de aleohol en la
sangre.

1. Responde, ;qué sancién puede tener una persona
que conduce con un grado tres de embriaguez?

2. De la expresién para el riesgo R, deduce las expre-
siones algebraicas para la concentracion y la cons-
tante £,

3. §i para una concentracion de alcohol de 0,4 g/L
existe una posibilidad de accidentalidad del 10%:

a. Determina qué valor toma la constante £.

b. Teniendo en cuenta el valor de la constante &
hallado en el literal anterior, ;eudl es el porcentaje
de riesgo de accidente para una persona con una
concentracion de alcohol de 2 gf12

4. Realiza una mesa redonda con tus compafcros y
discute con ellos a partir de datos numéricos, jpor
qué las personas no deben ingerir bebidas alcoho-

licas cuando van a manejar?

5. Averigua la sancién que tiene una persona que es
sorprendida manejando con segundo grado de em-
briaguez.

B ]
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.. 1ambién sirve para saber el tiempo

de defuncidn de una persona.

La relacién que permite establecer la temperatura del
cuerpo de una persona que ha fallecido, cuando ha in-
teractuado con un medio por un tiempo determinado
se puede expresar mediante una ley denominada ley de
enfriamiento de Newton.

Esta ley dice que la rapidez con que sn cuerpo se enfria es
directamente proporcional a la diferencia de termperatsras
entre el objeto y el medio que lo rodea.

El modelo matemitico de esta ley se expresa por:
MNYy=T,+A-%

Donde £ = 0 es una constante y A es la diferencia de
temperatura entre el estado inicial y ¢l medio ambiente

Ta.
La ley de enfriamiento de Newton es de gran utlidad

en la medicina forense, porque permite conocer el
tiempo de muerte de una persona.

Lee el siguiente caso.

La policia llegd al lugar de los hechos a las 10:00 a. m.,
la temperatura del cuerpo a esa horaerade 29 °Cy la
temperatura del lugar donde se encontré el cuerpo era
de23°C. Una hora ¥ media dr.\ipu:'s, la temperatura del
cuerpo bajé a 27 °C.

Para determinar la hora del crimen se utilizd la expre-

sion dada por Newton, asi:
T7h=23°CyA=29"C—-23°C=6"C.

Como la temperatura del cadiver era de 27 °C a las
11:30 a. m. se tiene que 7{1,5) = 27.

Para determinar & se utiliza la expresién anterior y los

valores hallados.

Asi: 27 = 23 + G- 89

entonces, & = —0,27031007.

Por tanto, 7{t) = 23 + 6 « ¢TI

Teniendo en cuenta que la temperatura normal del
cuerpo humano es 36,5 °C, se obtiene:

36,5 = 23 + 6 - XN

Al resolver esta ecuacion se obtiene # = — 3, con lo que
se puede concluir que ¢l crimen se cometié 3 horas
antes, s decir, a las 7 de la manana.

1. Calcula la constante de proporcionalidad para un
cuerpo, cuya temperatura corporal seredujoen 3,2°C
durante las primeras 4 horas de su fallecimiento
€N un recinto que se encuentra a una temperatura
de 20 °C.

2. §i se encuentra un caddver en una habitacién cuya
temperatura es de 20 °C, se mide su temperatura y
sc encuentra que es de 28 °C, ;hace cudnto tiempo
fallecié?

Las Imédgenes inframojas muestran informacién térmica del
cuerpo humana, en tiempo real y en una fraccion de segunda.
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Objetivo: graficar una funcidn exponencial. Luegoe, utilizar el programa para graficar otras funciones exponen-

ciales y analizar como cambia [a gréfica que las representa.

Descripcion: representar una funcion exponencial particular y después otras funciones exponenciales para
encontrar generalidades y conclusiones acerca de su representacian.

Para acceder a Microsoft Mathematics,
ingresa y descarga el programa en
www.microsoftmathematics.com
0 Haz clic en Inicio, Programas y, luego, en Mi-

crosoft Mathematics. Te aparecerd una ven-
tana como la siguiente.

© Haz clic en la opcién Ecuaciones y funciones.
Luego, doble clic sobre el cuadro 1.

|E—.—__-J I ] !

"

] g
[T —
By~ e

R

e B SR I

4] Digita la funcién y = 2* en el cuadro 1. Luego,
haz clic en Entrar.

© Hazclicenla opcién Graficas, para obtener la
gréfica de la funcién.

© Observa las coordenadas de cada punto. Para
ello, haz clicen P frente a la opcidn Trazar, que
esta en los Controles de grafica.

.
1
1

e

3
1
L

0 Grafica las siguientes funciones. Observa las
graficas y establece relaciones entre ellas.

y=3y=3"t\y=3"+1

S




“Trabaja con WIRIS

Objetivo: comprender los conceptos relacionados con la matematica financiera.

Descripcion: calcular el interés compuesto de un capital de shorro o inversion, determinar el plazo de una

inversion y determinar una tasa de interés en WIRIS.

Para acceder a WIRIS, ingresa y trabaja en linea en:
herramientas.educa.madrid.org/wiris o www.wiris.
net/santillana.cl/wiris/es/index.html

€ Activa la opcién Operaciones en el meng,

como se muestra en la ilustracion.

R RIS

..—l.—_.. 'l“

© Para calcular el capital final y el interés obte-
nido por ahorrar $6.000 millones en un CDT, a
3 aifos con un interés compuesto del 4% anual,
se ingresan primero los datos que intervienen

en el calculo:

¢ = capital, r = tasa de interés y t = tiempo,
se escribe cada variable, su respectivo valor y

se da Intro asi:

©) Identifica las herramientas para escribir ex-
ponentes y fracciones, como se muestra en la

figura.

O Escribe la formula de capital del interés com-

puesto.
-v' ——
T S e . |
Capital _Fhahc-(14—1oq) ]

9 Da clic en EJ y apareceran los datos introdu-
cidos y el valor del capital final a interés com-
puesto al lado de la férmula.

S R e

Capial_Fraa (1«.',] oA

= 6461.3

© Ubica el cursor antes del tltimo resultado ¥
pulsa Intro. Luego, escribe la férmula para el
interés.

- e

P B el %)

=G0 o L003
™15 — 25
3 3

© Daclicen= y aparecera el resultado del in-
terés obtenido en 3 afios.

I ’-......‘...-'I ]
\.'u

L 8 Determina, en cada caso, el capital final des-
pués de invertir un capital ¢, durante f afios, a
una tasa de interés compuesto, 1, anual o men-
sual.

a. ¢ = 120.000.000, r = 5,8% anual

y t = 5 aios.
b. ¢ =3.500.000, r = 2,75% anual
yt =12 anos.

c. ¢ = 48.000.000, r = 2,24% mensual
y t = 60 meses.
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Sucesiones y series

Estandares: pensamientos numérico
y variacional

=» Tu plan de trabajo...

# Comprender el concepto de sucesion y hallar el
términe n-ésimo de una sucesian.

# |dentificar progresiones aritméticas
y progresiones geomeétricas.

# Encontrar la suma de los términos de una
progresion aritmética.

i Resolver problemas de aplicacion, relacionados
con progresiones,

Libromedia €

Evaluaciones:
v De desempefio v Porcompetencias
D 4 vutimeda @ 1 sudios
1 Galertas 3 Imprimibles
4 Actividades = 4 Enlaces web

1. Observa cada secuencia. Luego, dibuja la figura

que sigue.

g o

2. Halla el valor numérico de las siguientes expre-

siones.
4 1 2
a. —gt—-g parac = ——3'.
R
b. gn+? paran = 1.
c A= bXh parab=4cm b = 6cm.

2
d. @*+ 8 =cFparab=04cm,a= 03 cm.




\\' Y esto que vas a aprender,
ipara qué te sirve?

..Para saber como fabrican
las antenas de los celulares
de Ultima tecnologia.

La tecnolegia de los medios de comunicacion utiliza
cada vez mds y en mayor escala, los conocimientos
matematicos. Eso se puede ver, por gjemplo, en
el disefio de las antenas fractales de los teléfonos
celulares.

Una antena fractal es un objeto que, como dice su
nombre, tiene forma fractal y se utiliza como antena
receptora de las senales en los equipos celulares
madernos.

# Lee mas acerca de este tema en la pagina 215.

© Cronologia de las sucesiones
y series

Babilonia. Inican fas noclones de
economia del interés compuesto y se




(-

g EJEMPLOS

Recuerda que...
Las sucesiones pueden

ser finitas, como la del
giemplo, o infinitas, como
5 usual en matematicas.

1. Sucesiones < B ris G maeve

El estudio de las sucesiones se aplica en ¢l andlisis de patrones, como el crecimiento
nmu.rﬂ.l dc I()S pétzl()s (lc las ﬂorcs ¥ la.‘i hoja.\ dt I(}ﬁ bﬂl:ch().‘i. A.(lﬂna’s. I()S pam)nﬁ
son estudiados en ramas como la economia para realizar estimaciones de los mercados
bursdtiles, en la arquitectura y la pintura para construcciones de obras de arte y en la
computacion para la optimizacion de programas.

En algunas situaciones se presentan conjuntos de objetos, eventos o nimeros en forma de
sucesion. Esto significa que ¢l conjunto estd ordenado de tal forma que es posible identi-
ficar un primer elemento, un segundo elemento, un tercer elemento y asi sucesivamente.

Toda funcion cuyo dominio sea el conjunto de los enteros positivos es llamada
una sucesion.

Para designar una sucesion se usa la expresion {a,} y se emplean subindices para especi-
ficar sus términos. Por ejemplo, en la sucesion {g,} = {3n}, se tiene que:

Los subindices sefialan el lugar que ocupa cada nimero o término de la sucesidn, asi, ¢l
primer término es ) = 3+ (1) = 3; el segundo término es 2, = 3 - (2) = 6, y asi sucesi-
vamente. El s-ésimo término es 4,, al que se denomina término general de la sucesion.

Por tanto, la sucesién definida por @, = 3#, corresponde a:

3) 6’ 9: 12) ]S;---, 3",---

[ [ [

a a a,
Primer términa Cuarto término n-&simo término

Para encontrar un término especifico de la sucesion, se remplaza el valor de 7 en la for-
mula del término general, asi:

El vigésimo término de {,} corresponde a remplazar # = 20 en @, = 3a.
Por tanto, ax = 3 -+ (20) = 60.

1. Hallar los cinco primeros términos de la sucesion 2. Determinar el término general de la sucesion, for-

tbt= {n '}" l}'

Para encontrar los cinco primeros términos, se remplazan

los nimeros 1, 2, 3, 4 y 5 en la formula del término A v *

general.

B ]-1]-] =%"’2=
l”’ail =?]s""=
oy 541” =é‘

Por tanto, los cinco primeros términos de la sucesion son

) 2 A L |
2)5’4’5’6'

mada por la cantidad de tridngulos azules que se
genera en cada figura {1.}:

T %; Se observa que cada tridngulo azul, al ser dividido como
1 sugiere la segunda figura, genera tres nuevos tridngulos
] ek azules, y asi sucesivamente.

Por tanto, {£} = {1, 3, 9, 27, 81, ...}

Como cada término es una potencia de 3, empezando
por 1, entonces, la expresion del término general es:

t-=3-—l
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Estandares Pensamientos numeérico y variacional !'

1.1 Sucesiones recursivas . P v

Una sucesion es recursiva o recurrente cuando cada término se puede expresar utili-
zando alguno o todos los términos que lo anteceden, por tanto, para definir una sucesion
recursiva es necesario dar a conocer uno o mis de los primeros términos. En una sucesién
el término anterior al término general 4, es 4, - y el siguiente es 4, + 1.

Por ejemplo, la sucesin de Fibonacei es una sucesién recursiva, que se define como:
@ = 1, @ = 1, y cada término, a partir del tercero, corresponde a la suma de los dos

términos anteriores, de tal forma que:
Tag=1

=ﬂz=l
Bay=ay+a=1+1=2
Bgy=mataz=1+2=3

ﬂ45=d3+d4=2+3=5

B4 =d-yt @ ,paran=3

Historia de
las matematicas

Sucesién de Fibonacci

Leonardo de Pisa, Fibo-
nacc, explicd el desarrcllo
de fenémenos naturales
de crecimiente por medio
de una secuencia numé-
rica, que después fue muy
canecida. 5

1. Hallar los cuatro primeros términos de la sucesion,
definida en forma recursivacomo ¢, = 1,6, = 2y

— Cu-2

~
t" -1
Comoa = 1y = 2, se remplaza ¢ y 6 en la expresion

de a,.

c

-
LT 2
[ =i 4

: 2 : <3 e
Por tanto, los cuatro primeros términos de la sucesién

sun:¢*1=1,£‘z=2,63=—; v =4

2. Encontrar el término general de la sucesion
{61=11,2,2,4,8,32,...}

En este caso, ¢l término general se expresa en forma
recursiva a partir del tercer término, porque cada uno de
los siguientes depende de los dos términos anteriores, asi:

h=4L,b=2b=2=1-2=5"4
bi=8=2-4d=b," b

bi=32=4-8=bb,

Asi, el término general de la sucesion para n = 3, es:

b-= bl-2 - b--l

Afianzo COMPETENCIAS

@ Ejercito - @ Razono - €} Soluciono problemas

Halla los cinco primeros términos de las siguientes

sucesiones.
5. 4,= —(—1)"(52 — 3)
6. a,=n"+a+2n+1

7. a,= 4+ (—4)"
1

1. 4, =5
2. 4, = (—1)(2n)
3. 4, =2"+n

——3n_ = e
4. a, T+ 7n 8. a, 7+3,,

. Encuentra el término indicado en cada sucesion.
9. aysiey=3ya,=—2+1a,_,
10. by siby = 0,25y b, = 46, _,
1l.e,siq=2y¢q =6,

12 a,siq, =0, ay=lya,= 24, * d,_a

@ Deduce la férmula del término general de cada suce-
sidn.
13.7,14, 21,28, ... 16. 3,6, 12, 24, 48, ...
14.4,5,6,7,8, ... 17. 3, 8, 15, 24, 35, ...

246 8 L g Y
5.5 09 B oo

a Observa la figura. Luego, responde.
Figura 1

Figura 2 Fqura 3

19. ;Qué expresion determina la cantidad de azulejos
en la figura #?
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L.

1. Determinar cudles de las siguientes sucesiones son
sucesiones aritméticas. Si lo son encontrar 4.

Recuerda que...
Las sucesiones afftméti-

cas son conocidas tam-
hidn como Progresiones
aitELicas.

[ S AR Y VALE

iLa sucesion Jz- %, %,-;7
s una sucesién aritmética?
@pl ica tu respuesta.

1.2 Sucesiones aritméticas < [EYP st

Una sucesion aritmética es aquella en la cual cada término, excepto el primero,
se obtiene de sumar al término anterior un ndmero fijo d llamado diferencia de
la sucesion.

La cantidad constante que se suma recibe el nombre de diferencia, por ser igual a la
diferencia entre un término cualquiera de la sucesion y su antetior.
Por ejemplo, la sucesion —4, —1,2,5, 8, 11, 14, ..., es una sucesion aritmética porque
— 4 =12 5.8,...
et et b gt
+3. +3+3+3
Esdeci, =1 — (—4) = 32— (—1) =35 — 2= 3; 8 — 5 = 3, v asi sucesivamente.
Como cada término de la sucesion aritmética se obtiene a partir de sumar ¢l nimero

fijo dal término anterior, entonces, la expresion recursiva para el término general de una
sucesion aritméticaes @, = @, -, + d.

Término general de una progresion aritmética

En general, dada una progresion aritmética @), az, @, 4, ... segin la definicion de cada
término se puede escribir:

a = a4

a=a+d

G=aytd={a+dy+td=a +24

&g=aystd=(ay+2d) +d=a +3d

L =a,+ (n—1)d

Sid,, as, ds, ... €5 Una sucesion aritmética, entonces, el término general o término
n-ésimo esta dado por la férmula a, = a, + {n — 1)d.

a. 20,15,10,5, ...

La sucesién es una sucesion aritmética porque:
H—ay=15—20=-5

&~ a=10—15=-5

&4 —ay=5—10=—5

La diferencia & de la sucesion es d = —5.

b. 4, 5,6, =7, ...

Esta sucesion no es una progresién aritmética debido a
que la diferencia entre dos términos consecutivos no es

la misma.

2. Hallar el décimo quinto término de la sucesién
aritmética, 5, 5.3,
En la sucesion se tiene que gy = 2y d = 4L, entonces:

3
g 2:b sk l)"1 Serermnplazan o, y o

3
a,= ‘% n+ 'g Se resuelven las operacionss.
Luego, la expresion del término general es
1 5
=l,42
i A L

Ahora, se remplaza » = 15 en la formula del término

general. Asi:
e | =20 Casniahy TR SINET
2, = 3 +(15) + -'g =3 Se realizan las oparadones.

i 2 g ¢ 2
Asi el décimo quinto término de la sucesion es <7 .

3

~
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Uso de la formula general de una progresién aritmética

Estandares Pensamientos numérico v variacional @

Ampliacién
multimedia

A partir de la férmula general se pueden deducir las siguientes férmulas,

Primer término. Si se conoce la diferencia y cuslquier otro término, se tiene que:

o=a,—{n—1)d

Diferencia comun. Si se conoce el primer término y un término cuzlquiera, se

tiene que:
4= 9179
fi==z]

Ndmero de términos. Si se conoce el primer término, el dltimo término y |a dife-

rencia, entonces:

Explica cdma se hallan las
férmulas de primer térmi-
no, diferencia comin y nii-
mera de términas, a partir
de la férmula del twérmino
general.

ag=a+n-—1)d

J/

1. Hallar 4, y el término general de una sucesién arit-
mética tal que a5 = 7 y gy = 22.
Se aplica la farmuia para hallar

a=a,—(n—1)d AV
¢l primer Ermin.

g =as— (5—1)d=7—4d Seremplaznosyn.
a = ag— (8 — 1)d =22 — 7d Seremplazno;yn.

TR e Seiguala pargue s =7 — 4df
S o yo,=2—17
3d=15 Se resuelve la ecuation.
d=5 Sefralla el valor ded.
a=7—4(5)=—13 Se remplaza o para hallar a,.
Comod = 5ya = —13, entonces:

i = Se emplazana. y d
4==13+@=1:*5 nara hallar o,
a4 =52— 18 St halla & témnino gengral.

Por tanto, &y = =13 y 2, = 5n — 18.
2. Determinar la diferencia de una sucesion aritmética
cuyo primer término es 12 y el quinto término es 32.

&y = 12yas =32 Seeuriben los datos conocides.

2y = a
d= ﬁ Sa aplica ‘a farmula para hallar o,
ds—a
d = --;TT’ Se remyplaza i por 5.
d= 32;12 Seremplazan o, y 85
d= %0- = Se halla ! valor de ¢

Por tanto, d = 5.

3. Determinar el puesto cuyo valor es 79 en la sucesion
aritmética 7, 13, 19, ...

& =7ya, =79 Se escriben los datns vonacidos.

d=a — a Se halla la diferanda.

d=13—-7=6 Se reinplazan el primere y sequnds trmincs.
a,— a

e "—d" + 1  Seaplicalafonnula para hallar s

n= _Zﬂ_ét:{ +1  Seremplazano,o,yd

n=-z62 +1=13 Sehallan.

Ast, n = 13.

Es decir, el puesto cuyo valor es 79, es 13.

4. Encontrar el primer término de una sucesién aritmé-
tica tal que:

# Su décimo término sea —120.
# Su diferencia sea —8.
n=10,4,= —120yd = —8
a=a,—(n—1)d
a = dg— (10 = 1)(—8)
4 = —120 — (9)(—8)
a = —48

Se eswiben los datos
conocklos,

Se aplica la Frmula para
fiallar el praner térming.
Seremplazan oy d.
Seremplezs a.,

Se resuelven |as operaciones,

Por tanto, el primer término de la sucesion ariemética
es —48,

~

J

P—
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Interpolacion de medios aritméticos m Enaceet e

Los nidmeros que se encuentran entre dos términos de una progresién aritmética reciben
¢l nombre de medios aritméticos.
Por ejemplo, en la progresion aritmética —7, —4, —1, 2, 5, 8, 11 los términos —4, — 1,
2, 5 y 8 son los cinco medios aritméticos entre —7 y 11,

# modi seitmésions

En general, a,, %), x5, %3 ..., % @,

22 rmines
# Conocidos el primero y tltimo término de un sucesion aritmética, interpolar medios
aritméticos consiste en hallar los términos entre estos dos.
Por ejemplo, para interpolar cuatro medios aritméticos entre 2 y 4, se realiza el si-
guiente proceso:
Primero, se halla la diferencia de la progresidn aritmética teniendo en cuenta que el
rimer término es 2 v el dltimo término es 4 v la cantidad de términos es 6.
Yy ¥

Luego, se tene que 7 = 6, 2, = 2 y 4, = 4. Ademds:

a4
&= ;_ ]1 Seaplica | forrnula para hatlar la diferencia,
= 2 : ]2 Seremplezan o, o5y 0.
= % Sa respziven las operadones,
Por tanto, los cuatro medios aritméticos entre 2 ¥ 4 son:
= IS v et b o S [
az—-2+5--5 a‘,--5+5—5
12 2 14 16 2 18
i ai e = == = =
“4=5 t575s H=5 TS5t
Por tanto, la sucesion ariemeética es 2, 1—52' : —lsi, —15—6-, 1—58', A

# Dos términos de una progresion ariemética siempre estin relacionados. Por ejemplo,
los términos a, y @ de la progresion 1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, ... estin relacionados.
En esta progresion se observa que para obtener 4 se debe sumar 6 veces (8 — 2 = 6)
la diferendia, & al término #,. Es decir, 4, = 2, + 64,

Dados dos términos, g, y @, de una sucesion aritmeética con p << g se cumple que
0,=dp+ {g—p)d.

Por ejemplo, para encontrar el décimo tercer término de una sucesion aritmética cuyo
1
3

=7 ¢=13,q;=8yd = ——; Se escriben los datos conocdos.

séptimo término es 8 y cuya diferencia es —

se tealiza el siguiente proceso.

ai = a;+ (g — p)d Se aplica la farmula para hallar o=
-8+ (13 + 7)(— ;) Se remplazan g, g, 5y ¢
_ 9 -
8+ (6)( 3) St 12,
=6 Se rzalizan las aperaciones.

Por tanto, ¢l décimo tercer término de la sucesion aritmética es 6.
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Afianzo COM PETENCIAS L Interpreto - 8 Propongo -« ‘ Ejercito » a Razono + a Soluciono problemas

] ) Explica cémo hallar:

20. El primer término de una sucesién aritmética, a
partir de la diferencia  y cualquier otro término
de la sucesion.

21. La diferencia & si se conocen dos términos de la
sucesion.

22. El nimero de términos de una sucesion aritmé-
tica.

) Determina cudles de las siguientes sucesiones son
aritméticas. Si la sucesion es aritmética, encuentra la
diferencia y el término n-ésimo para cada sucesidn.

232, 7121752252, .

24.10,4; —2, —8;, —14, ...
S11 71 _1
25- 2& 6)6’ 2’ 6)---
26.¢7, 82 7% 674, 675, L.
13 17 2
e 6112 30
§) ldentifica cudles sucesiones son aritméticas. Luego,
escribe los cinco primeros términos de aquellas que

lo sean.

28.4,=4—n 31.a,=n+»’2’
- __1

29'{"~‘n+2} WA

30. {4, = —n + 8} 33.a“=—§(n—'])+2

€9 Halla los primeros cinco términos de las siguientes
sucesiones aritméticas definidas recursivamente:

34.4 =25, 44 = a,+ 4

2 1
35. 2, = +-3—,a,_, I

eDcﬁctmma' el dato que se indica en cada caso, supo-
niendo que {a,} es una progresion aritmética.
36.a = 5. a, = 165,42, =2
37.a, = 54,y = 180, 2, =?
38.4,=15,d — —3,4,=6,n=?
39.4,= ;,a,': g,a.=?,ax,=?

40.ay= —6,8,= 6,2, =2, &0 =?

41. d‘ \'ri — ], dﬂ - -

,"'L"’-)“-:?)“lo:?
Y6 +v3

aﬂsaibemmdamsoc] término #-ésimo de las si-
guientes sucesiones aritméticas:

42.:2,:9,(1’-_ —-;

43. 1= —4, 5= —13

a Observa el ejemplo. Luego, relaciona cada sucesién
con la grifica correspondiente.
Por ejemplo, la sucesion

fa} = {—2n+ 6} = {4,2,0, =2, —4, ...}

Se representa en la figura asi.
S
4 .
e N S .
L8 X5 K
- .
_6. .
44.{a} = {n — 5}
—
45,4} = & +1}
46. {a.} = {(—1)"""(2n + 1)}
47.{a} = {—n+ (—1)"- 3}
a. c.
FLs
4
2
[ 4 ®
7 W T W
-4 . 3
-G .
. —ﬂ. +
b d
6% g4 -
51— 2 !
! . H— I
3 ) il vl S #12 ERi B ) 2R s
A W T W
T PR TN - |
o 4 : . & i .
R R A _z 1
GR:aliza]opmpucsm en cada caso.

48. Explica cémo a partir de la representacion grifica
de una sucesion se puede determinar si es o no es
una sucesion aritmética,

49. Halla x de eal forma que los nimeros —]% ; -lli yx
sean tres términos consecutivos de una sucesion

aritmética.
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Encuentra dos sucesiones aritméticas que cumplan
las condiciones dadas en cada caso.

50. Que el primer término sea 5.

51. Que la diferencia sea —8.

52. Que ¢l noveno término sea 21.
Interpola.

53. Cuatro medios aritméticos entre — 1 y 4.

54. Seis medios aritméticos entre 3 y 9.

55. Ocho medios aritméticos entre 1 y 3.

56. Diez medios aritméticos entre 0 y ]L(]

57. Tres medios aritméticos entre — 2 ¥ g A
58. Cinco medios aritméticos entre — 1—25 y — % .
Ruu:lvclaspleguntas 59 a 61 con base en las si-
guientes figuras.
Figura 1
ij’ Figura 2
: Figura3

B
v e

59. Completa la siguiente tabla.

S ——— —
\

Nimerodefigua 1 2 3 4|5 6"|
Cantidad de lineas 6 )]

|}

60. Encuentra la cantidad de lineas que tiene la vigé-
simo segunda figura.

61. Determina el nimero de la figura, si se sabe que
cuenta con 156 lineas.

Resuchvs:

62. Determina cudnto dinero reciben cuatro her-
manos, si cada uno, después del mayor, recibird
$40.000 menos, y ademds el dinero que se distri-
buye es de $2.000.000.

63. Calcula la nota mds alta de un estudiante de 4l-
gebra, que obtiene doce calificaciones, la primera
de las cuales fue 4,8 y en los exdmenes sucesivos
fue cuatro décimas mds que la anterior.

194 geanisans

Observa cada figura. Luego, responde.

1
L] T

mige ]
i i ]

64. ;Cudntos rectingulos tiene la siguiente figura?

65. ;Cudntos cuadrados tiene la siguiente figura?

66. ;Cuintos cuadrados y rectingulos tiene la décima
figura?

67. ;Es posible determinar la cantidad de cuadrados
y rectingulos que tiene cualquier figura de la
sucesion?

@ L2 eemperatura del dia mis frio en el Nevado del
Tolima fue el inviemo pasado, y la temperatura
méxima al mediodia fue de 8 °C. A partir de en-
tonces, la temperatura descendi6 1,5 °C cada hora

hasta alcanzar su descenso mayor diecisicte horas
después.

68. Realiza una tabla donde se registre la temperarura
durante las horas posteriores a la temperatura
mixima de ese dia.

69. Determina la temperatura mds baja después de la
temperatura maxima registrada,

a Resuclve las preguntas en relacién con la siguiente
figura.

70. ;Cémo varia la cantidad de tridgngulos en cada
fila?

71. ;Cudntos trigngulos tiene la fila 9997
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3 2 Ampliacidn
1.3 Sucesiones geométricas Amplacitn () Eracewe
Urjsa sucesion geométrica es una sucgsibfl en la cz.JaI cada,término‘, excepto el Recuerda que...
primero, se obtiene de multiplicar al término anterior un ndmero fijo r llamado ] éri-
ondel 6 L35 sucesiones gaom
razon de la sucesion. ¢3s son conacidas como
pragresiones geometrl-
El ndmero constante que se multiplica recibe el nombre de razon, por ser igual a la razén a5

entre un término cualquiera de la sucesion y su término inmediatamente anterior.

5,10,20,40,80,...

e R
.10 _ , 20 _ ., 40 _ ., 80
Badecis; =" = 2,95 = 2799 = 240
Como cada término de la sucesién geométrica se obtiene a partir de multiplicar el ni-
mero fijo » al término anterior, entonces, la expresién recursiva para ¢l término general

de una geométrica es 2, = 74, - ;-

= 2 y asi sucesivamente.

Término general de una progresién geométrica
En general, dada una progresion geométrica 4y, ay as, &, ... segin la definicion de cada
término se puede escribir,

a4
G =ar
a=ay r=(a-r-r=ar

G =as r=(a~?)r=ar

o =g @ Actvidad

Si @, a, a;, ... es una sucesion geométrica. El término general o término #-ésimo esti
dado por la férmula @, = 4,7 7.

EJEMPLOS 5

1. Determinar cudles de las siguientes sucesiones son Es decir,

sucesiones geométricas. Si lo son, encontrar 7. .S )
B a 2
2 =8I =27 Q] e a5 _ 16 -
La sucesién es una progresion geoméerica porque: a, 4
(Y R 2. Hallar el término general de la progresion geomé-
&, —81 3 trica teniendo en cuenta las dos condiciones:
fo=2 -1 primer término es 3.
4 =27 3
g _ =3 _A La razén es 5.
dy XD ) 4 =3yr=35 Sesuriben s datos conpcidos.
La razdn 7 de la suossién es r = ; & oy = ay” " Se aplicz 1a formula del Ermino general.
b. 2, 4, 16, 256, ... a4,=3:5"" Sermplazana,yr.
La sucesion no es una progresién geométrica porque la Por tanto, la formula del término general es
razon entre dos términos consecutivos no es la misma. g =3-5""\
- J
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Explica como se deducen
las formulas del primer tér-
mina, razén y nimero de
términos, a partir de |a fér-

mula del término general.
\u 0 genera

196 @anrnsun

Uso de la formula general de una progresién geométrica
A partir de la férmula general se pueden deducir las siguientes formulas.

Primer término: si se conoce la razon y cualquier otro término, se tiene que:

a,

a, = =
lrnl

Razén: si se conoce el primer término y otro término cualquiera de la progresion geomé-
trica se tiene que:

Nimero de términos: si se conoce la razon, ¢l primer término y ¢l dltimo término de
la progresion se tiene que:

Log |

1. Hallar el primer término y el término general de una progresion geométrica tal que
ay = 18 y & = 648.

Como 43 = 18 y a; = 648, entonces, se Hene que:

a; — ?afT Se aplica la fternula det primar témnina.
a4 = ,;3, = l’f Se remplazan o; y 0.
a

a = —;5-}-,- = -‘%ﬁ Se rzmplazan gs y 0.

l'f — 638 Seiguelan porue o, = :; Yoy = 5‘10

A =36 Se despeia .

r=06
Luego, se halla el primer término asi:
1 18 1

a, = _r{ = ©)? =3 Seremplaza 1.

Como &, =—;’ ¥ r = 6, entonces, &, =—;‘ 6,

2. Determinar la razén de una progresién geométrica cuyo primer término es 2.500
y ¢l sexto término es 4 :

5
Como a, = 2.500, a; = ;‘ y = 6, entonces,
a "(_4-_

T B e
F \," ;‘: = V35 Se anlica la fornita paré £y se remplazan 45 0, y 0.

= 3 ———~—1-—~ Ca divi
r VJ 3125 Se divide.
r=-1

5

Por tanto, la razdn de la progresion geoméerica es —;~ ;
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Recurso

»
Interpolacién de medios geométricos AW Imprimible

Los nimeros que se encuentran entre dos términos de una progresién geométrica reciben
¢l nombre de medios geométricos.

: . T Ty, .. ra . sio0 v
Por ejemplo, en la progresion geoméerica —12, —6, —3, 5 % TR los términos

-6, =3, —'"3 4 --% son los cuatro medios geométricos entre =12y —% s
p medios gmkﬁmﬂ

En general, 4;, x;, %, Xy, ..., %, 4,

2+ 2 Eaminos

Interpolar medios geométricos significa hallar un nimero de términos, dados el pri-

mero y el dltimo términos.

Por ejemplo, para interpolar tres medios geométricos entre 625 y 16, se realiza ¢l si-
guiente proceso.

Primero, se halla la razdn de la progresion geométrica teniendo en cuenta que el primer
término es 625, el dltimo término e 16 y la cantidad de términos es 5.

Luego, se tene que 2, = 625, 25 = 16 y n = 5. Ademds:

fa
r—a-1—x Se aplica la ferrule para haliar 13 razin .

Vo
16 |
=3-Y == Se rernplazan ., o<y n.
r v 625 28 fErNHaan d, gy 1.
r= ‘.’,' 13 =2 Se rasuelven las operaciones

Finalmente, los tres medios geométricos entre 625 y 16 son:
ay = ar = 625(%) = 250

ay = ayr = 250(%) = 100

ay = ayr = 100(F) = 40

Asi, la sucesion geométrica es 625, 250, 100, 40, 16, ...

En una progresion geométrica, un término g, se relaciona con otro término g4, con
P < g mediante la expresion a, = a, = #77.

Por ejemplo, para encontrar el sexto término de una sucesion geométrica si @, = 24

y r = 3, se realiza el siguiente proceso.
a=a- P =24-3 =24-81 = 1.944

Por tanto, el sexto término de la sucesion geométrica es 1.944.

Afianzo COMPETENCIAS

Historia de
as matematica
El ajedrez

y la progresién
geométrica

y

El ajedrez tiene su origen
en la India, data del sigle
VI d. C. y el inventor fue
un medesto sabio. El rey
ce entonces quiso recom-
pensarle por tan divertide
¥ variado juego y el sabio
le pidié un grano de malz
por la primera casilla del
tablera y que luego fuera
doblando el ndmero par
cada una de las caslilas res-
tantes. El rey aceptd y se
burlé de lo que le parecit
que era una insignificante

recompensa. J

o Interpreto -. Ejercito « . Razono - Soluciono problemas

) Dctermina cudles de las siguientes sucesiones son 74. 2,16, 18, 54, ...
geométricas. Luego, encuentra la razén r y el tér- 75 a8 [ 54 B
mino general de dichas sucesiones. 2 . 1 AT R

76 14 2 2 2
72.3,9,27,81,... 2

73.48,12,3, -1, ...

3 L] 3“! lS’ 45)"'
77.3, 33,9, 93, ...
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€ 1dentifica cusles sucesiones son geométricas. Luego,

escribe los cinco primeros términos de aquellas que
lo sean.
78.4, =6+ (=2)"*" 8l.a, =232
= _4)" oy T
79. a, 42(3 82.4,=1-4
2
80. 2, = 211 83.4,=2n
n 5
.Enm:ntracl término #-ésimo para cada una de las
siguientes sucesiones geométricas.
84ha|=4,'=3 87-@=2,d5=4
85.a,=—-3,r='§' 88.4 = 6,a,= 30

86. 2, = —%,r='§ 89.4, =2, 4=16

.Dcmninacldatoqucscindicaencadamo,supo—

niendo que la sucesion sea geométrica.
90- a|=_32,dﬁ=l,dg=?

- P s
9. a43=—1,a,= —"1'8,4.-?

= - =-Z = —-lﬁ =
92. 4=-2r="%4=-32,n=2
93. ﬁ=3»4z=——ésﬂlo=?
94, 4, = —18,a,= 12, a, — —%,n=?
95. a4, = 60,4, = 2400, 4, =2

96. & =7, r=3,a,= 3720087, n =2

97. 4,=%,r=%,a.=%.n=?
98. “—i—a—¢a_=?

“a~h-22%" 55 -10
99. a;=5r=¥3,4=2
100. & = 243,24, = 27, =-51,5,n=?

Resuelve segiin lo indicado.

101. Determina el lugar que ocupan dos términos
consecutivos de una progresién geométrica, si
su valor respectivo es 3 y 4, y ¢l primer término

2
es '1%

102. Determina la razon de una progresién geomeé-

tricasids + @y = Qya; + ap = 1.

103. Encontrar la cantidad de términos de la si-
guiente progresion geométrica, donde £ es un
nimero real diferente de 1.

L LA

ey kzn
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‘ Interpola:
104. Cinco medios geométricos entre 1y 64.
105. Seis medios geométricos entre 1y 2.
106. Cuatro medios geométricos entre 1y 7.
107. Dos medios geométricos entre e ¥ 3.
108. Cinco medios geométricos entre =7 y — ; ‘

109. Cinco medios geométricos entre 10 y 20.

. 110. Halla el primer término de una progresién
geométrica si:
@ a4 =3yas a= 96
e Lee el enunciado. Luego, responde.

111. Un drbol crece cada afio un 20%. Si al comenzar
el afo su altura era de 0,75 em, jcudl es la altura
que alcanzard el drbol al cabo de 10 afos?

|

0,75 m

—

112. Los puntos medios de los lados de un cuadrado
con perimetro de 24 cm son los vértices de un
segundo cuadrado, y los puntos medios de los
lados del segundo cuadrado son los vértices de
un tercer cuadrado y asi sucesivamente, hasta
el décimo cuadrado. Halla el drea del décimo
cuadrado.

113. La esponja de Sierpinski representa un fractal
generado a partir de un cubo, como se muestra
en la figura.

Si la medida de la arista del cubo inicial es 1 m,
determina el drea del cubo que se elimina de la
cara lateral, al realizar 30 veces el proceso.
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2. Series

La surna de los términos de una sucesion recibe el nombre de serie.

2.1 Sumatoria

En la sucesion {a,} = {a), an a5, ..., 4,, ...} &5 posible obtener una sucesion de sumas

parciales {s} = {5, 5, 55 ..., 5, ...} definidas como:

r—
Recuerda que...

Otra forma de escribir la
sucesion de sumas par-

5= a ciales es:
n=a T a H
52$S|+a2

53 = a4 +dz +ﬂ3

. =54
.f.=a|+az+ﬂ5+...+d. :
S.,-"S“-t+a|

Para representar la suma de los primeros # términos de una sucesion se utiliza la notacién
sigma 3. La suma de los primeros # términos de una sucesion {a,} es:
kz: ay=a, ta,ta,+..+a,
=1

7 se denomina limite superior de la sumatoria y 1, el limite inferior. Ademds, k es lla-
mado el indice de la sumatoria y toma los valores enteros 1, 2, 3, ..., .

l',; Hallar la suma de los seis primeros términos de la sucesion {{—1)" "' #}.

Z (-1 '»n Se expresa la suma en notsdon sigma.

a1

=11+ (1) 2+ (-1P:3+ (1P -4+ (-1))-5+(-1Y:6
Se remplaza o por los nimeras 1,2,3,4, 5y 6.

=1—2+3—4+5—6 Serzsuelvenlas patendas y los praductes.

=-3 Sesurna y e resta.

Por tanto, la suma de los seis primeros términos es —3.

2. Expresar la siguiente suma, usando notacién de sumatoria.

Lt3+5+7+9-+11
El término general de la sucesion 1,3, 5,7, 9, 11 es 4, = 2n — 1 porque se cumple que:
ay=2-1—1=2—-1=1
H=22—1=4—-1=3
45=2-3-1=6-1=5
a,=2-4—1=8—1=7
4=2-6—1=12—1=11
Portanto, lasuma 1+ 3+ 5 + 7 + 9 + 11 se expresa como i: 2n —1)-

k=1 J
L.
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2.2 Propiedades de |2 sumatoria

Las siguientes propiedades de la sumatoria son dtiles para calcular sumas de sucesiones.
Estas propiedades son consecuencia directa de las propiedades de los ndmeros reales.

Dadas las sucesiones {&,} v {£}, y ¢ un ndmero real, se tiene:
B @t b) =2 ot 2 b
=1 = =1
Para verificar esta propiedad se sigue que:
8 (0, + ) = (a, + ) + gy + b) + ..+ 2, + b))
2 =@t aF ot a) Gt bt tb)
= Zﬂ a, + i: by
k=1 k=1

Pormntn, Zﬂ (d‘, +b‘) - 2‘ d‘ + Z" b‘
k=1 k=1 E=1

k=1 k=1
®
=Z:=n’c
k=1

2 (b= 4
& P |

2 b
=1

Sa desarralla la sumatoria.
Sa aplican s propiedadss
cunmutativa y asaciativa.
Se axpresa cada suma
cama sumatoria.

1. Calcular cada sumatoria aplicando las propicdades.

3
a Y (2 4k
k=1
z’: (- 4k = Z’ s z’: & Se aplica la propiedai
g o = de la sumatuia.
Se aplican las propiadades
de la surnataria.

3
~2:5-43 %
E=1

=2-5—4(1+2+3+4+35) Sedesamllalasumatoria.
Sa mesalven

=10=4+15 las pperacicnes.

=10 — 60 = —50 Sasimplifica.

3
Por tanto, 2 (2 — 4f) = —50.
=1

b. }‘j(z‘w?)

i: (28 + &) = i: 2k 4 i: p teapliala pj)uiejed

2 |a surnatoria.

=2 =2 4 22 A (P AP+ )

Se desarrnlia

cada surratoria.
=(2+4+8+16)+ (1 + 8+ 27 + 64)
= 30 + 100 = 130 Se rasuglven las sumas.

Por tanto, ﬁ 2* + ¥ =130.
2. \Enﬁmarquc }E:ﬂ; E:JH + 2: ﬂiﬂndcﬂdo

encuentaquea, = Sk,m=4dyn=7.

Primero, se halla la suma t a,.
k=1

7
ﬁ:a,= Y Sk=5:1+5:2+5:3+..+5:7
k=1 k=1

=5+10+15+ ...+ 35 =140

4
Luego, se halla Z a,y i ay.

4
Za, Zs& 5:1+5:2+5-3+5-4=50

)’_"a, is#

—5 S5:+:5:- 6+S'?=90

4
Como, D 5, + i5*=50+90=140,
=1 k=3

‘ 7
entonces, i =Y a,+ ) a,
= = i=s

k=m+1
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Estandares Pensamientos numérico v variacional !@'

Afianzo COMPETENCIAS

) interpreto - @ gjercito - ' Razono - ] Soluciono problemas

€ Escribe las siguientes sumas empleando la notacién Emplea notacién de sumatoria para representar cada

sumatoria.
1144 +7+10+ 13+ 16 + ... + 28

115.3+3+3+3+3+3+3
e ~2or ol oAl

situacion.
141. La suma de los primeros diez miltiplos de siete.

142, La suma de los primeros 50 enteros positivos.

Aplica las propiedades de la sumatoria para hallar el

8 24
ll71+—l+—l+ B 7 valor de cada sumasi g, = 3n, & =iyc =-l'.
3. o 343 W Precms X
118.8 + 15 + 24 + 35 + _.. + 143 143. i%a”
1 ) I (& ) »=1
me.t 4+l 4Ly 4L 5
2 6 12 110 144. Z (3a
.Encncnmcl valor de cada suma. ":—,1
120. i _l- 125 t —z 145- Z (C“ - 86.)
Y=l 2n 7 2—1
131, 30— 126. 2 (¢ i ) 146. i (24, + 35, — 8c)
St =1 Si\War a1, - a=1
4 i 5 R Dacu:rmina el valordcmda:uma si:
k41,1 2 )
122. 2 (+1) 127.1’:‘(1 +4 3 =19 S o=
5 i n=1 =2
_3n—6n_ 2
o Z_: Bhath; Wk ,?:;, n' + 8a + 15 147. f 8+ a) 148. ). 7a,
9 4 x=1 k=1
124. ZI % 129. Z P Considera la sucesién definida asi: el primer término
o 2=y es 4y = 128 y cada uno de los siguientes es el cua-
'Hallalxsumadclos diez primeros términos de cada drado de la suma de las cifras del término anterior.
sucesion., aa=128,24,=(1 +2 + 82 = 121, .
130. 4, = 5" — 57! 149. Encuentra ¢l término 1.000.
S —") —
ey ey TPy @ Eacribe Jos 20 primeros términoa dé la sucesidn de
132. 4, = n2"~" Fibonacd. Luego, halla la suma de los cuadrados

133. 4, = (3} + 33

134. 2, = 2a(27 — 1)
135.4, = — (2 — 1)!

1
136. 2 = p—
36 = \"71+ylﬂ+l

137. b
37.a,= 50
°Vcriﬁca cada afirmacién para n =

138. Z _ n(n+l)(2n+1)
139. 3 ;-*=—14—')—2
i=1

140. 3>} >Lon
i=1

de cada dos términos consecutivos hasta llegar al
décimo término. Es decir,

&ta,astgt,.., + &+ d,

150. Comprueba que los nimeros obtenidos son
términos de la sucesidn de Fibonacei.

151. Establece una regla general del punto anterior.
Escribe una expresién que indique el término ge-

neral S, de cada suma.
Y <ol (D R
152'5'*",_2,(“1 )
_ »
153. S, = Z—J—(,- TG

154. S =

Z (221 +1)(2 +1)
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Historia de
las matematicas

2.3 Serie aritmética

Gauss y las sumas

Se= 1

En su clase de aritmé-
tica, Carl Friedrich Gauss,
cen tan sole 10 afios de
edad, resolvid de forma
inmediata el problema
planteado por el profesor
Buttner, el cual consistla
en calcular la suma de los Luego, AP _(£1_+_‘19_’§
nimeros enteros de 1 al p

100, descubriendo por sf S, =22-3=66
mismo, un méteda para
hallar |2 suma de los n

primeros términos de una aritmética, es la siguiente:

-

g EJEMPLOS

qogreslén aritmética.
Ampliaddn
muitimedia

+ 5 + 9 +

| |
| 9+13=22
S+17=22

Ampliacién
multimedia

A la suma de los primeros términos de una progresion aritmética se le llama serie
aritmética y se simbaoliza como §,.

Por ejemplo, la suma de los seis primeros términos de la progresion aritmética 1, 5, 9,
13,17,21, ... seescribe S, =1+ S+ 9+ 13 + 17 + 21.

Ademis, en la suma se tiene que:

13 # 17 +F

-

21

1+21 =22

Se puede observar que existen tres sumas iguales que equivalen a la suma del primer
término mas el tltimo término. Es decir, 22.

En general, lasuma, §, = a1 + @ + a3 + ... + 4., de los n término de una progresion

_ ey ta)n
S, = =

Notese que mientras la expresion para el término general de una sucesién ariemética es
lineal, la expresion para su serie es cuadririca.

1. Calcular la suma de los veinte primeros términos de
la progresion aritmética —8, —5, —2, 1, ...

Primero, se halla el valor de la diferencia d de la progresion
ast:

d=ay—ay=—5—(—8)=—5+8=3

Como a4, =
a&=a+(n—1)d
Gy=—8+(20—1):3
dyn = 49

—8,d= 3 yn= 20, entonces,

Se aplic la fomuia

el térming general.
Seremplazan g, oy o,

Se rauglven las operacicnes.
Luego, la suma de los veinte primeros términos es:

Se anlica la fornula
(a, +a)'n s e
S, =

2 {2 3 suma.
_(=8+49)-20 _ Se remnplaza y v2 esuefven
S 2 =410 |45 pperaciones.

Por tanto, la suma es 410.

~

2. Hallar la suma de los primeros diecisicte términos de
la progresién aritmética con 2, = 21 — 6n.
Primero, se encuentra @) ¥ @7 €omo sigue:

a,=21 — 6n Se plantea la farmulz del término

qeneral.
a=21—-6-1=15
a4y =21—6+17 = —81

Se remplaza n por 1y s¢ resuelve,
Se remplaza o par 17 y s resuzlve,
Como @ = 15 y a; = —81, entonces:

S, = El%qﬂ Se aplica la fdrrnula de fa sume,

g — 115+ (-81)]"17
D7 3
SIT’: —561

Seremplazan g, ey n.
Se realizan las operacionss.

Por tanto, la suma de los diecisiete primeros términos

es —561.
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Problemas de aplicacion de la serie aritmética

Estandares Pensamientos numérico y variacional !'

En la solucién de problemas que requieren el uso de progresiones aritméticas, es impor-
tante identificar los datos conocidos, y luego relacionarlos para aplicar adecuadamente

las formulas dadas.

EJEMPLOS

1. Un estudiante disefia su propio esquema de ahorro
durante 90 dias. El primer dia ahorra $500; ¢l se-
gundo, $600; el tercero, $700, y asi sucesivamente,
cada dia ahorra $100 mas que el dia anterior.

a. Hallar el dinero que ahorra el dltimo dia.

Se determinan los datos conocidos en relacion con una
progresion ariemética. Asi:

a = 500 Cantided inicial.
d= 100 (antidad de aumento en el aharm
n=90 Ultirra dia de ahorro.

a, = a;+ (II vy l)d

@y = 500 + (90 — 1)100
dy = 500 + 8.900

dyy = 9.400

Por tanto, la cantidad de dinero shorrado en el dltimo
dia es $9.400,

b. Calcular el dinero ahorrado al final del periodo.

@ = 500, 2 = 9.400 y 1 = 90 Se identifican los datus

LoRacisos
(¢, +a)n
s‘ —

Féernula del térnira general.
Se remplazan los dates.
Serealizan lés operaciones.

Farmula de la suma.

~ " . 2
+ a)+9 . .
Sp = (a ; 20 Se remplaza n por 90,
= {500 + 92400) 220 Se rernglazan o, y gy,
= -(—)—9‘903 *90 Se s5Lma.
= 445.500 Se realizan las cperaciones.

Por tanto, ¢l total de dinero ahorrado al cabo de los 90
dias es $445.500.

2. Encontrar ¢l octavo nimero hexagonal a partir de la
figura donde se muestra su construccion.

‘r L
U*U b UH
¢ -‘—‘«
v é e v @
v R
v b 00#
v

~
En la figura se observa que

aa=1=4-1-3

@ =6=1+5=(4-1—-3)+(4-2~—3)

4=15=1+5+9
=4 1-3)+E-2-3)+{E-3-3)
Luego, 2, = Z {47 — 3), entonces:
(=1
ay =41 +2.291’3 =120
Por tanto, ¢l octavo hexagonal es 120.

3. Un carpintero construye una escalera con dos vigas
metilicas paralelas. Las longitudes de los pasos
forman una progresién aritmética, donde el primer
paso mide 60 cm y el dltimo 40 c¢m y la distancia
entre dos pasos consecutivos es constante. Si el car-
pintero utilizé 450 cm de madera para la construc-
cién de los pasos, calcular el nimero de pasos que
tiene la escalera.

AN

/ a N\

a; = 60 Langitud inical.

a, = 40 Longitud final.

S, = 450 Longitud total de los pasas.
S, = {a, 12?1’) s Formula d2 la surna.

450 = {60 + 40)-n +240 ‘B Seremplazana, a,y5,
900 = 100 Se multiplica por 2y se sume.
n=9 Se despeja .

Por tanto, la cantidad de pasos que tiene la escalera es 9.

J
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Afianzo COMPETENCIAS

€ interpreto « ‘ Ejercito « ‘ Razono - n Soluciono problemas

155 Responde: ;Cémo se halla la suma de los pri-
meros # términos de una progresién aritmé-
tica?

Halla la suma de los términos que se indican en cada

progresion aritmética.
156. Los diez primeros términos 2, 9, 16, ...

| %
157. Los quince primeros términos ¥ 3, 2v 3, ...
158. Los cinco primeros términos — ?i 4 Ili PR
159. Los treinta primeros términos —3, —9, ...
160. Los veinte primeros términos 111, 108, 105, ...
161. Los cien primeros términos 1, 2, 3, ...

162. Los doce primeros términos % § % PR

e Encuentra el valor de cada suma.

163. —2+0+2+ ... +24

164.1 + 6+ 11 + ... + 51

165.In4 +Ln8 +Ln16 + ... + Ln2"
RO 41

166. 2 + 10 - S 10

167. 8 + 2—23'+15+...+57

ﬂ Identifica 4, a4, y n. Luego, determina la suma en
cada sumatoria.

10 16

168. ). 2n—1) 171. ) (100 — )
x=1 =1

169. i’ (10n — 3)
k=1

3 . 3 5
170. §1[7+(n 1)8] 173. 2:1(2" 4)

172. f: 0,72+ 1)
k=1

Encuentra los elementos que se desconocen en cada
progresion aritmética,
174--S)= 144,d= Syd;= 6,4] = ?,d” =2
175. 8¢ = 120, d = —3, 4 = 2, 4y yS,m =2
176. 3, = 5,4, = —4, 55 = 2

Determina la suma que se indica en cada caso.

177. Lasuma de todos los ndmeros naturales impares
que hay entre 38 y 456.

178. La suma de todos los niimeros naturales, malei-
plos de 6 menores que 200.

04| granissne

Una herencia de $42.350.350 se reparte entre 7
personas, de modo que las cantidades estdn en pro-
gresion aritmética.

179. ;Cudl es la mayor cantidad que puede recibir
una persona y cudl la menor, si hay una dife-
rencia de $1.800.000 entre dichas cantidades?

Observa cada figura. Luego, resuclve.

ay dy as
2 by by b,

180. Describe la formacién de cada figura.
181. Determina la cantidad de puntos de 410 ¥ £

182. Halla la expresion general para caleular la suma
de b, + b,

Risilve,

183. Determina la longitud de la linea que conforma
¢l laberinto, si sus pasillos miden 1 m de ancho.

Lo que viene,.. & D
En las siguientes paginas trabajaras la suma de los]
" 4

términos de una sucesion geométrica, investiga qué
| €S una serie geométrica.




Estandares Pensamientos numeérico v variacional@

2.4 Serie geométrica

A la suma de los primeros n términos de una progresion geométrica se le llama Historia 'de
serie geométrica y se simboliza como §,, las matematicas
Paradoja del corredor
Para hallar la suma de los 7 términos de una progresion geométrica se utiliza la formula: Zanén de Elea
ey (495-4352.C.)
S =£1%T)’c°n r¥ 1.
vl‘l
Esta férmula se deduce como: x v 2
3
Sea S, la suma de los primeros 7 términos de una progresion geoméerica. Es decir: z
S=aytat..ta_,+aq Se surnan fos « rmins de la progresica. o + 1
Sper—ayrrtayrt.o.ta or+a,r Semuliplicporr ! : )
e e o v oF: ok
S r=aqyta+t+..+tata-r Sa remplaza g, = cpura, &y = (porg; ... La paradcja del comedor
—S =~y Ay .. 4, Se multiptica & ecuecion de & par —1 Qe Un causte 1 pugce
A 1 2 37 - 2 Rk : alcanzar nunca la meta

Se surnan las dos ecuacangs

: £ s ue siempre debe reco-
anteriores y s simglifica, porg e

mer la mitad de la distancia

Sr—S,=—ata-r

SGr—D==ay+ (a7 ")r Se fectoriza y s ramplaza g, par o'~ total, Luego, la mitad de fa
S r—=1D=—a1t+a," 7" Se multiplican las putencas. mitac. Es dedir, %, poste-
S--D=a(*-1) S factorizz. rlormente, la mitad de esta
y asi sucesiva e indefinida-

g =alr—1 Se desgeia 5, mente. Por tanto, nunca
5 r—1 o llegard a alcanzar la meta. J

EJEMPLOS 2

1. Calcular la suma de los cuatro primeros términosde | 2. Hallar la suma de los seis primeros términos de la

la progresién geométrica 5, 10, 20, ... progresion geométrica.
Primero, se halla el valor de la razdn 7 de la progresion, 4, = 1.500(0,75)"
asi:
- a4 _ 10 _ g Primero se encuentra &, como sigue.
4y 5 a4 = 1.500 - (0,75)"
Como g, = 3, r = 2, n = 4, entonces: & = 1.125.
G =day~r! Firmula def térmmino peneral. Como & = 1.125 y r = 0,75
1= L. —Uys D
ag=5-2"" Seremplazan o, ry . 405 — 1)
4 =35+2=80 Seresuelven las uperaciunes. Sg= ;’,__1—
Luego, la suma de los cuatro primeros términos es: _ 1.125(0,75¢ — 1)
4" -1 _ 0,751
S, =——— Fomuladelasuma.
r—-1 — 3.787.875

4 1.024
S5 = 571 Se remplazana,, ry n. ; g
2= Por tanto, la suma de los cuatro primeros términos es
S&=75 Se resuelven |zs operacionss. 3.787.875
1.024

Por tanto, la suma es 75.
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Problemas de aplicacion de la serie geométrica

En la solucién de problemas que requiere la aplicacién de progresiones geométricas se
realiza la identificacion de datos conocidos y se utilizan adecuadamente las formulas.

g EJEMPLOS)

1. La proyeccion sobre el crecimiento de la poblaclén 146,41 = 100 ,1"=1,1"= 1,464l = n =4
de una cudad es de 0,2% anual. Determinar la
poblacion de esta ciudad al cabo de 10 afios a partir
de la fecha del estudio, si la poblacién actual es de 3. Determinar la medida de los d4ngulos de un cuadri-
480.000 habitantes. litero si estdn en progresién geométrica y la medida

a = 480.000  Cantidad iniial de havitanes. del dngulo mayor es ocho veces la del menor.

Como un cuadrilitero tiene cuatro dngulos, entonces,

se tiene que:

Por tanto, ¢l tiempo de existencia de la empresa es 4 anos.

0,2% Porcentaje de crecimsianio anual.

Primero, se encuentran &; y r como sigue:

&;: dngulo menor. dg dngulo mayor.
@ = 480.000 + 0,29%(480.000) : ) gul
0.2 a; = 8a Relacicn entre s angules.
= 480.000 + 2" (480.000) = 480.960 i ;
100 a, = ar" =" Formula del térming general.
Como a; = 480.000 y a: = 480.960, entonces: <
_ 4, _ 480960 _ a4 = ar Se rernplaza f por 4.
= = = 1,002
a, 480.000 Como a, = 84, y @& = a,7, se cumple que:
= o1 q F )
o i a gl 84 = ay®  Seigualan las eresionss.
a4, = 480.000(1,002)"" " Seremplazana., ryn. 8= R

a1 = 489.686,86 = 489.687

Por tanto, la cantidad de habitantes al cabo de 10 afos

r=98=2 Sedespejar.
Como la suma de las medidas de los dngulos del

en la ciudad es de 489.687. cuadrilitero es 360°, se tiene:
2. Desdesu fundacic'm, unacmpresahz pagado un total P8 f‘(tl Firmula de 12 suma.
de 46,41 millones de pesos en impuestos. Si en cada z g1
afo los impuestos pagados han aumentado el 10% G 4(2¢-1) e )
respecto al afio anterior y el primer afo la empresa 4T 21 i
pago 10 millones de impuestos, calcular ¢l tiempo Si = 154 Sa resuelven las operaciangs.

de existencia de la empresa.
Ademais, S, = 360°, luego,
La secuencia de los impuestos de la empresa forma una

— o Ceintalan las ayoresans
progresién geométrica 154, = 360°  Seigualan las sxpresones.

a =10 Cantidad de impuestos inidal @ = 24° 3¢ divide enire 15.
S, = 46,41 Total deimpuesics. Ahora, se hallan los otros dngulos asi:
Primero, se halla a; y r, ast: @ == 2402 =48

a - - = 0. A = o
& = 10 + 10%(10) = 11 Pl =gy | == =56

L = . = e O% | 8 — a
Como 4, = 10 y r = 1,1, entonces: a=a-r=24-8=192
ay(r* — 1) 10(1,1% — 1) Por tanto, los dngulos son 24%, 48%, 96° y 192° como se
Se= pp— ,1-1 muestra en la figura.
_10(,15 - 1) :

0.1 =100(1,1"—1)
Como §, = 46,41 y S, = 100(1,1" — 1), se tiene
46,41 = 100(1,1" — 1) = 100 - 1,1" — 100
=5
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Estandares Pensamigntos numérico y variacional '

nnerreo- jercito » & -~ uciono problemas
Afianzo COMPETENCIAS interpreto (@ Ejercito + @ Razono - € Soluciono probl

O 184.Explica cémo hallar la suma de los términos de
una progresion geométrica a partir del término
general de la progresién.

a Halla la suma de los términos que se indican en cada

progresion geométrica.

185. Los siete primeros términos de 1, 4, ...

186. Los ocho primeros términos de % y ‘g' ek
187. Los seis primeros términos de ; . }’ :
188. Los cinco primeros términos de — ‘23 y y'.'S 2
uEncnmtJ‘aelvalordccadasuma_
12 375
189.S+6+|5+...+ 4
190.304 + 152 + ... + 19
2 1 1
191. 3 + 3 S 24
Identifica a,, 4, y n. Luego, calcula la suma en cada
sumatoria.
G 10
.l &=—1 l K+ 21
192. Z_:] 10( 2) 193. Z. 8.000( 5)
Resuelve.

194. Expresa ¢l niimero 65 como la suma de tres su-
mandos que formen una progresion geométrica,
tal que el producto del primer sumando por el
tercero sea 225.

195. La suma de tres niimeros que estin en progre-
sién geométrica es 21 y su producto es 216.
;Cuiles son estos nimeros?

196. Halla la suma de cifras del mayor término, si
los primeros cuatro términos de una progresién
geométrica cumplen la siguiente condicién: la
suma de los extremos es 36 v la suma de sus
términos centrales es 24.

i A . 1

197. Verifica con un ejemplo que si —Z 2 2 cons-
tituyen una sucesion geométrica, entonces, sus
reciprocos también forman una sucesion geomé-

trica.

e 198. Juan solicita un préstamo de 60 millones a un
banco que cobra una tasa de interds anual del
15%. ;Cudnto pagard de interés en total si el
préstamo es a 3 afios?

a Lee y resuclve.

199. La apreciacion anual de un apartamento fue la
misma en dos afios consecutivos. La tabla que
aparece a continuacion muestra el valor de la
propiedad, de acuerdo con ¢l tiempo, donde
el tiempo cero corresponde al principio del pe-

riodo.

Periodo Valor propiedad

. & 100
' x+ 30
5 2x — 39

:Cudl fue el valor de la vivienda final de este
periodo?

200. El nimero de bacterias de cierto cultivo au-
menta en 15% cada hora. Si inicialmente hay
30.000 bacterias, ;cudntas bacterias habrai al
cabo de 24 horas? ;En qué momento las bacte-
tias se quintuplicarin?

a Lee y responde.

Una pelota construida con un nuevo material puede
rebotar i; de su altura anterior, cada vez que la
pelota golpea contra el piso, como se muestra en la

.
®
. &

201. ;Cudl es la altura a la que rebota la pelota des-
pués de que pega por quinea ocasion en el piso?

202. ;Cuil es la altura después del n-ésimo rebote?

203. :'Cu:intns metros ha recorrido la pc|m:1 antes de
que toque el suelo por quinta vez?
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El nimero de pétalos
de una flor es gene-
ralmente un ndmero
que corresponde a un
término de la suce-
sion de Fibonacci.

& 08‘ ©SANTILLANA

dDnde se enuentid
la Sucesion fe

Fibonacci?

El aloe espiral es La distandia entre las
otro ejemplo de la  espiras del interior es-
sucesion de Fibo- piralado del caracol
nacci en el mundo  Nautilus cumple la su-

vegetal.

cesion de Fibonacd.

La sucesion de Fibonacci
se puede encontrar en
los equinodermos, que
son un grupo de ani-
males entre los cuales se
encuentran los erizos de
mary las estrellas de mar.
En ellos se pueden ob-
servar morfologias que
siguen esta serie y pa-
trones fractales.

La sucesion de Fibonacd se hace
presente en la musica. Béla Bar-
tok la usé como técnica para de-
sarrollar una escala musical a la
cual dio el nombre de Fibonacd,
en honor del matematico.




Fibonacci creo la sucesién para describir
la solucién a un problema de la cria de
conejos:

“Cierto hombre tenfa una pareja de
conejos juntos en un lugar cerrado
y uno desea saber cudntos son

creados a partir de este par

en un aio cuando es su
naturaleza parir otro par
en un simple mes, y en el
segundomes los nacidos

parir también".
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215. Halla s diferenicia entre los términos 37 y 42 de |
una progresion aritmética si el primer término es c;_

* Escribe los seis primeros términos de cada suce- — 14 y la diferencia de la progresion es 3. 1]
sién. Luego, determina el valor de cada expresion.

204, & = 5)2 = 2} ayy T dyy

Sucesiones

1l

c’
216- Irltc.rpola seis mc(lins aritméticos entre 25 Y 102. !
205. d-—‘ﬂ'z t l;an t ag

=nt3d, To— ]
206. a,= 5 9n Toaxy 217. Interpola sicte medios aritméticos entre 16 y 72. c |

¥ Encuentra el término general de cada sucesion. cl
207. 1;7;13;19:,25; ...  a, = 218. Interpola nueve medios aritméticos entre 8 y 48. T

1l

208. 3;6;11;18; 27; ... a4, =
209. 0;7; 26; 63; ... a, =
210. —1;6;25:62; ... a4, =

L

’ , % i 219. Una piedra cae desde la parte mds alta de una
Determina el término indicado en cada progresién torre. Si en el primer segundo cae 1,2 m y en

aritmética. cada segundo siguiente cae 60 cm mis que en el
211. —3; —8; —13; —18; —23; ... segundo anterior, ;cudntos metros tendrd la torre
A si la piedra impacta en el piso a los 18 segundos?
212. ~17;, -1, =5 ;75 ... an

a5 =

‘ Resuelve.
9 Determina el término indicado en cada progresién
213. Halla el décimo quinto término de una progresion geométrica.

aritmética si el primer término es 15 y la diferencia
“4. 220. —7) 21, _63. 189, oo o

0
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214. Halla ¢l primer término en una progresion
aritmética, donde ¢l décimo término es 45 y la
diferencia de la progresion es 9.

3 4,2 -2 125
222‘ 5) 1’3) 9) 27 Do omd

an

f
il

210] gravussns



Estandares Pensamientos numérico y variacional

’ Lee y resuelve.

223. Halla el primer término en una progresién
geométrica si el décimo término es 27 y la razon
es 3.

224. Halla la razén de una progresion geométrica, si el

décimo primer término es _91@ y el primer término

225. Interpola tres medios geométricos entre ¥ 11 y
11.

226. Construye una sucesion de cuatro términos,
donde ¢l primer término es 6 y ¢l cuarto es 16;
para que los tres primeros nimeros formen una
progresion aritmética y los tres dltimos formen
una progresion geométrica.

Series

. Resuelve.

227. Observa en la figura la construccion de los ndmeros
piramidales. Luego, determina el décimo nimero
piramidal.

o
e )

228. Calcula la suma de los 30 primeros términos de la

progresion aritmética: 57, 52, 47, 42, ...

229. Las longitudes de los lados de un cuadrilitero
estin en progresion arfitmética. Si su perimetro
mide 82 cm y la diferencia de los lados opuestos
es 6 cm, eudl es la longitud del lado mayor?

230. Tres amigos se reparten $278.200 en tres partes
que forman una progresion geométrica de razdn
3. ;Cuinto le tocd a cada uno?

231. Halla la suma de los doce primeros términos de la

i ericas L L 11
progresion geométrica: 40°20°10° 5

232. Halla la suma de los siete primeros términos de la
progresién geométrica: —35; 15; —45; 135: ...

.Obaem resuelve.
Y

Ellado de un cuadrado se duplica sucesivamente asi:

] il

233. ;Cudl serd el drea del noveno cuadrado si el lado /
del primero mide 2 cm?

@ Resuclve.

234. Una pelota cae desde 12,8 m de aleura. Si cada
rebote alcanza la mitad de su aleura anterior, en
qué rebhote alcanzard 32 cm?

235. Determina la suma de los 43 términos de una
progresién aritmética si su término central es 16

y su diferencia es 2.

236. Encuentra el mayor de los siete primeros términos
de una progresion aritmética sabiendo que la
suma de los cuatro dltimos es igual al doble de la
suma de los tres primeros, y que la suma de los
siete términos es 84,

237. Encuentra la cantidad de lados que tendrd la
figura 20.

P EP EED ENED
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Los lados de un tridngulo eguildtero miden 4 c¢m, por consi-
guiente, su perimetro es de 12 cm. Se construye otro tridn-
gulo equildtero trazando segmentos rectas entre los puntos
medios de los lados del primer tridngulo.

Este tridngulo tiene lados de 2 cm de longitud y su perimetro
es 6 cm. Si el procedimiento se repite un ndmero ilimitado
de veces, jcudl es el perimetro del total de tridngulos que se
pueden formar?

Comprende el problema.

:Cudl es la pregunta del problema?
;Cuil es el perimetro del rotal de tridngulos que se pueden formar?

:Cuiles son los datos del problema?
Se tiene un tridngulo equilitero cuyo perdmetro es 12 cm.,

Al unir mediante segmentos de recta, los puntos medios de cada lado del tridngulo, se obtiene otro
tridngulo equilitero cuyo perimetro es la mitad del perimetro del tridngulo anterior.

El proceso se repite indefinidamente.

Elabora un plan y llévalo a cabo.
Primero, se determina a qué tipo de sucesion, corresponde el perimetro de los tridngulos obtenidos.

La sucesion de perimetros es geométrica, término inicial 12 = & y de razén 7 =—;—.
Segundo, se aplica la formula para una serie geométrica, conocidos su valor inicial y su razén.

P=a,‘(r"—l)
=1

Verifica y redacta la respuesta.
Se comprueba la formula para los casos n = 1y 2 = 2.
Luego, se tiene que la suma de los perimetros en el paso 7 viene dada por:

24{1 - 3f




Resuelve las preguntas 238 a 240, de acuerdo con la
siguiente informacién.

Un cuadrado migico consiste en una tabla cuadrada de
enteros positivos, tales que la suma de los ndmeros en
cada fila, columna y diagonal tiene como resultado el
mismo nimero. Un ejemplo se ilustra en la siguiente

figura:

6| 1|8

Z| 5|3
21 9| 4

Adicionalmente, los valores en la fila del medio y ambas
diagonales constituyen sucesiones aritmeéticas.
238. Completa los siguientes cuadrados mdgicos.

11| 14 8 18

10 9

15 13 6

239, Escribe los términos de las sucesiones aritméticas.

240. Determina el término general de cada sucesion.

Resuelve.

241. A un ingeniero contratista que incumple con la
fecha de terminacién de una obra se le penaliza
con $160.000 por cada dia de demora, durante los
primeros diez dias; y por cada dia adicional después
de este periodo, la penalizacién se incrementa en
$32.000 por dia sobre la sancién anterior. Si la
penalizacion total fue de $4.032.000, jcudntos dias
de retraso tuvo la construccion?

Lee y resuelve.

242. Tres nimeros forman una sucesién geométrica y
su suma es 35. Si del primer numero se resta 1;
del segundo, 2, y del tercero, 8, las diferencias
resultantes forman una sucesion artmética. ;Cudles
SON Estos nimeros?

243. ;Cuil es el total de ancestros que tiene una persona
en 20 generaciones suponiendo que cada antecesor
aparece una sola vez en el drbol genealGgico?

244. Una hoja de papel se corta por la mitad, y cada
una de las mitades se vuelve a cortar por la mitad,
hasta que la operacién se haya hecho 30 veces.
Después cada trozo de papel se coloca en una pila
uno sobre otro. Si la hoja original tenia un espesor
de 0,01 em, ;cuil serd la altura de la pila formada,
en kilémetros?

Un cuadrado tiene 30 cm de lado. Un nuevo
cuadrado se construye conectando los puntos
medios de los lados del cuadrado y se sombrean
dos tridngulos, como en la figura. Este proceso se
repite diez veces, jeudl es el drea total sombreada?

00




&‘ Y esto que aprendi, jpara qué me sirve? '

..Para conocer las posibilidades

Las torres de Hanoi son un juego creado por el ma-
temdtico francés Bduard Lucas a finales del siglo XIX.
Este juego consiste en una base con tres varillas verti-
cales fijas. En una de las varillas se apila un nimero no
definido de discos que determinari la complejidad de
la solucion; por regla general se consideran ocho discos.
Por las varillas se debe pasar de un extremo a otro, un
derto niimero de discos de diferentes tamafios. Las
condiciones que se deben cumplir son las siguientes:

% Cada vez se debe mover solo un disco.

# Ningin disco puede descansar sobre uno de menor

tamano.

# Se puede desplazar solo el disco que se encuentra mis

arriba en cada varilla,

Observa los movimientos realizados en una torre con
tres discos:

Tres discos

en el juego de las torres de Hanoi.

"

Maovimiento ung

=

22

Movimiento dos

el

Nenvimiento tres

ALl

Maowimiento cuatra

el

24| g

Galeria de
imdgenes

Mavimiente cince

Maovimients seis
S—

Maovimienta siete

NS

Solucién del jueqgo de las tares de Hanei can tres discos.

Con el uso de las matemdticas se puede predecir el mi-
nimo nimero de movimientos necesarios N para pasar
de un extremo a otro 7 discos de diferente tamano. La
cantidad de movimientos se puede calcular mediante la
expresion: N = 2° — 1.

1. La leyenda dice que los monjes en la India debian
llevar de un extremo a otro 64 discos de oro. Si en
cada movimiento tardan un segundo, ;les alcanzard
la vida para pasar todos los discos?

. Responde teniendo en cuenta la siguiente informa-
cion,

[

En una torre de Hanoi, el disco nimero uno (es

decir, el de menor tamaiio) se desplaza en los movi-

mientos 1,3,5,7,9, ...

a. ;Qué tipo de progresion se muestra en los movi-
mientos del disco uno?

b. ;Cudl es la diferencia de la progresién?

3. En una torre de Hanoi con cuatro discos, jcudntas
veces se mueve cada disco?

4. En una torre de Hanoi con cinco discos, jcudntas
veces se mueve cada disco?




..1ambién sirve para saber como fabrican las antenas
de los celulares de Ultima tecnologia.

La tecnologia de los medios de comunicacion utiliza
cada vez mis y en mayor escala, los conocimientos ma-
temdticos. Eso se puede ver, por ¢jemplo, en el diseno
de las antenas fraceales de los teléfonos celulares.

Una antena fractal es un objeto que, como dice su
nombre, tiene forma fraceal y se utiliza como antena
receptora de las sefiales en los equipos celulares mo-

demos.

Algunas antenas de recepeion de sefial tienen la forma
del sridngulo de Sierpinski. Este es un fractal que se
forma a partir de un tridngulo rectingulo de la si-

guiente manera:

Se parte de la iteracion # = 0 que es un tridngulo
equilitero que mide de lado la unidad.

Luego, se continda con la iteracion » = 1, que se forma
tomando los puntos medios de cada lado, y después se
construye un trigngulo equilitero invertido, de lado

X , ¥ S€ recorta,

2

Se continia con la iteracidn » = 2, y se repite el pro-
ceso con cada uno de los tres tridngulos de lado % que
quedan. Luego, se recortan tres tridngulos invertidos
dclado‘i‘.En]aﬁg.lm 154

Se observa hasta la quinta iteracién sucesiva. Si se

repite este proceso indefinidamente se obtiene el tridn-
gulo de Sierpinski.

Como se puede observar, los tridngulos azules van
aumentando a medida que se dividen hasta llegar al
quinto paso.

Este disefio es de gran funcionalidad para una antena

receptora por varias razones:

La primera, porque en realidad la antena se convierte
en muchas antenas pequenas que perciben diferentes
sefiales sin interferir una en la otra. Asi tiene un mayor
rango de recepcion de la sefial recibida.

La segunda razdn es que esta forma geométricamente
regular permite ocupar el espacio de una mejor forma
para la gran cantidad de pequenas antenas receptoras

que la componen.

La tercera razén es que su forma genera capacitancia e
inductancia adicionales, lo cual evita la adicion de ele-
mentos externos para aumentar la anchura de la banda
de frecuencias que pueda recibir.

1. Responde. ;Cudntos tridngulos azules hay en cada
divisién del triangulo de Sierpinski?

2. Escribe la expresion que permite calcular el nimero
de tridngulos para cualquier divisién y comprucha
que funciona para las divisiones del tridngulo.

3. Determina el niimero de tridngulos azules que se
forman en la décima divisién, en el proceso de
formacion del trigngulo de Sierpinski.




Trabaja con Smath Studio

n=1

ciones entre operaciones con surnatorias.

Objetivo: calcular el valor de Iz sumatoria t n y verificar que 2

Descripcion: calcular el valor de algunas sumatorias mediante el uso de Smath Studio. Verificar algunas rela-

(eln+1)) ;e(nz‘n){g(n + 1)).

n=1

Reconaocer las propiedades de las sumatorias y el comportamiento de la sucesion de ndmeros reales.

Para acceder a Smath Studio, ingresa y descarga
el programa en www.smathstudio.com

€ Haz clic en el icono del programa Smath
Studio, para que abra una ventana como la
siguiente:

ARMAS M «%iw -AQO
wil Y€ 80[E
v —rr

Iqllynllnou:t:l
In arg tan cot 4
oxp % o § 20

® Ubicateen I parte inferior derecha, en donde
aparece la palabra Funciones. Y haz clic en el
signo de sumatoria. Veras que aparece, en la
zona blanca, el signo de sumatoria como se
observa a continuacion.

® Archivo Editar Vor insoter Caloulsr . O X
IRES 0 e - A9DO
w i lmTe S0 E
. + [Amimética
\ .
=1 Funciones
log sign sin cos| X| i
n o b ot Fgppe
-:pid‘!ﬂaﬁ v
+ | Bwbolos (o«
o ——— . o 5

© Haz clic sobre los cuadros que aparecen en
negro y escribe los datos que corresponden a

7
la sumatoria z n, es decir, en la parte superior
n=1
se escribe 7, en la parte inferior se escribe la
expresion n = 1y frente al signo de sumatoria

se escribe n, asi:

[dmww Insertor  Caleulr . & X

D@EMI &NHr %0 - AQD

g TS S0 E

S ih s

n=1 Funciones -
tog sign sin cos x
In arg tan cot A )
oxp % o ( 20 30

Q Para calcular el valor de la sumatoria, haz doble
clic sobre la formula que acabaste de escribir,
de esta manera quedard activa.




© Haz clicen la opcion Calcular en la barra de
herramientas Calcular, de esta manera se podra
observar el resultado de la sumatoria.

7
0 Realizala operacion Z n en tu cuaderno.

n=1
Luego, comparala con el resultado que obtu-
viste con el programa.

Responde: json iguales los resultados?

©) Utiliza Smath Studio para hallar el resultado de

las siguientes sumatorias.
4 5

> (2n+3) > n?+3n+1
n=1 n=1
12 7
> 3n-2) > n?
n=7 n=1
OVeriﬁca ue:
q

Zeont{Za) Ze)

utilizando Smath Studio con dos sumatorias
cualesquiera.

Primero, digita las dos sumatorias.

3
Z (ne1)=a

Luego, calcula el producto con los resultados
de las sumatorias. Para ello, utiliza la ventana
de aritmética. Digita la multiplicacién y calcula
asi:

Z (ne1)es

net

.

Finalmente, comprueba los resultados.

Como 54 # 20, entonces, se verifica que:

;:;‘(n-(n +1)) #(Ign)(ﬂg(n + 1))

© Utiliza Smath Studio y las sumatorias:

23n, i:(n2 +1)yc=2,
n=1

n=1
para verificar lo siguiente:
% 2.,
a. Z a,* bn # %
n=1 Z bn

1
b. ,,Z: (a,) #Li:j‘an)‘
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Estandares: pensamientos espacial
y variacional

-» Tu plan de trabajo...

# ldentificar cudles son los distintos métodos
que se utilizan para demostrar un teorema.

u Aplicar el teorema de Tales y los criterios de
semejanza de tridangulos.

# Reconocer los elementos y las propiedades
de la circunferencia.

= Calcular el drea de regiones circulares.

a Evaluaciones:

# De desempefio
a 3 Multimedia U 1 Audios
@ 1 Galerias B 8 Imprimibles
5 Actividades = 5 Enlacesweb

1. Halla el valor de x en las siguientes proporciones.

1.3 18 _2
o X7

PES £ S
o =y dSs =%

2. Escribe una proporcion para cada situacidn. Luego,
resuelve.

a. Larazdnentre dos nimeros es 2:3.5i el nimero
rmenor es 50, jcudl es el ndmero mayor?

b. En un saldn hay 4 nifios por cada 5 nifas. Sien
total hay 50 ninas, jcudntos ninos hay?

3. Escribe el valor del radio y del didmetro de la si-
guiente circunferencia.




\\' Y esto que vas a aprender,
ipara qué te sirve?

..Para comprender
la construccion de tineles
en ingenieria civil.

En nuestro pais las formaciones rocosas y las cor-
dilleras que lo atraviesan conforman el 33% del
territorio, ya que este cuenta con un gran sistema
montanoso andine formado per las tres cordilleras
y los valles interandinos que lo rodean. Por esta
razén, la comunicacion terrestre entre ciudades se
hace dificil. Para ello, los ingenieros, en los Ultimaos
anos, han decidido construir diferentes tineles en
el territorio nacional.

¥ Lee mas acerca de este tema en la pagina 266.

© Cronologia del estudio

del razonamiento

Babilenia. En 2 tablilla
322 se muestran registros
movimiento de los planetas
relacionadas con ngulos.

' “ih.

Berlin. Leonhard Euler
ntroduce la notaddn
moderma de las razones

trigonométricas.




Eudides
y el razonamiento
deductivo

Euclides fue un mateméti-
co griego que escribié los
Clementos, un tratado de
geometra y teorfa de ni-
meros que ha perdurado
por mas de dos mil afhos.
En los Elementos se pre-
senta, por primera vez, la
geometria en forma orga-
nizada y l6qica, partiendo
de algunos postulados y
demaostranda los teoremas
mediante el razonamiento
kdeductlm

r—
Recuerda que... W
g

En una proposicion 1o

a no puede existir ambi-
qgiiedad acerca de sunalor
de verdad, es decir, que
siempre se debe poder
determinar si es verdade-

ra o falsa.

220| o=

§ EJEMPLOS

-

1. Proposiciones l6gicas

Laldgica proposicional se aplica en todas las dreas del conocimiento para deducir nuevas
ideas a partir de otras previamente establecidas. Particularmente, la légica proposicional
se aplica en computacidn, ya que con esta se puede analizar y sintetizar el tipo de infor-
macién que manejan los circuitos logicos.

Una proposicion légica es una expresidon o un enunciado del cual se puede
afirmar si es verdadero o falso.

Las proposiciones se representan con las letras p, g, 7y s en miniscula. Cuando se deter-
mina si una proposicién es verdadera o falsa, se le asigna un valor de verdad.

Las proposiciones se clasifican en proposiciones simples v proposiciones compuestas.
Las proposiciones simples estin conformadas por un solo enunciado y las proposiciones
compuestas estin conformadas por mis de una proposicion simple, unidas por conec-
tivos logicos.

En matematicas se utilizan las siguientes proposiciones:

Postulado: es una proposicion cuya veracidad se acepta sin demostracion. Por ejemplo,
la proposicién “si dos planos diferentes se intersecan, su interseccion es una recta’, es
un postulado.

Conjetura: es una proposicién que se supone que es verdadera, pero que adn no ha
sido demastrada o refutada. Por ejemplo, la proposicion “todo nimero par mayor que 2
puede escribirse como la suma de dos niimeros primos”, es conocida como la conjetura

de Goldbach.

Definicién: es una proposicion que describe, en forma clara y precisa, las caracteristicas
¥ propiedades de un objeto matemitico. Por ejemplo, la proposicion “dos dngulos son
suplementarios si la suma de sus medidas es igual a 180°7, es una definicion.

Teorema: es una proposicion que se demuestra a partir de postulados, definiciones
y teoremas previamente demostrados. Por ejemplo, la proposicién “la medida de un
dngulo externo de un tridngulo es mayor que las medidas de sus dngulos internos no
contiguos”, es un teorema.

Determinar si los siguientes enunciados son propaosiciones logicas.
a. Las redes sociales han cambiado la forma de comunicacién entre las personas.

Si es una proposicién logica, porque se puede establecer si es falso o verdadero que las
redes sociales han cambiado o no la comunicacion entre las personas.

b. jApirate, vamos a llegar tarde!

No es una proposicién, porque es una exclamacion y, por tanto, no se puede determinar

si es verdadera o falsa.
c. ;Vasairala fiesta?

No es una proposicién, porque es una pregunta y, por tanto, no se puede determinar si
es verdadera o falsa.




Estandares Pensamientos espacial v \fariacional@ "

Los conectivos ldgicos o conectores son palabras gue se utilizan para unir dos
propasiciones simples y construir una proposicion compuesta.

1.1 Conectivos l6gicos < [EXP rames

Cada conectivo logico estd asociado 2 una determinada operacion logica. Las operaciones
logicas permiten determinar el valor de verdad de una proposicién compuesta a partir
del valor de verdad de las proposiciones simples que la conforman. Si p y g son propo-
siciones simples, se tiene que:

% VAN Conjuncién FIAY'] PYq
L o ’ W Disyuncién | FAYE pog
Si... entonces ‘ = Condicional _ P=q Si p entonces g |
Siy solosi ‘ = Bicondicional pg ‘ psiysolosig

—— —

Otra operacion logica es la negacidn, la cual permite cambiar el valor de verdad de una

raposicion. Para simbolizar la negacion de una proposicion p se escribe = y se lee “no
prop gac propos ¥

n

P

1. Escribir las proposiciones compuestas a partir de las
siguientes proposiciones simples.

p: El AABC es equilitero.
¢: Todos los dngulos interiores del AABC miden 60°.
a plig

La proposiciéon compuesta p AN g es: el MABC es
equilitero y todos los dngulos interiores del AABC
miden 60°".

b. g=p

La proposicidn compuesta g = p es: “si todos los dngulos
intedores del AABC miden 60°, entonces, el AABC es
equildtero”.

En esta proposicién g: “todos los dngulos interiores del
MABC miden G0°7 es el antecedente, y la proposicion
2 el AABC es equilitera” es el consecuente.,

2. Simbolizar la siguiente proposicion.

Si Felipe pasa el afio, entonces, ird a2 Aruba de vacacdiones
v si Felipe no pasa ¢l ano, entonces, deberd estudiar en
vacaciones y no ird a Aruba

Primero, se simbolizan todas
las proposiciones simples.,

- Belipe pasa el ano.
¢ Felipe iri a Aruba de vacacio-
nes.

r: Felipe deberd estudiar en
vacaciones.

Luego, se simbolizan todas las
proposiciones condicionales,
teniendo en cuenta las pro-
posiciones simples y las propo-

siciones compuestas que las

conforman.

p = ¢ Si Felipe pasa ¢l afio, entonces, ird a Aruba de

vacaciones.

~p=> (r/\ ~4): Si Felipe no pasa el afio, entonces, deberd

estudiar en vacaciones y no ird a Aruba.

Finalmente, se simboliza la conjuncién entre las
)
proposiciones condicionales.

(p=> ) N\ p=(r/\g))
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Recuerda que... \I
al

Siempre se debe Indic
el conjunio universal al
que se hace referencia,
ya Gue para los elemen-
tos de un conjunto 'a
proposicién puede ser
verdadera, pero para los
elementos de atre con-
junto la progosicién pue-
de ser falsa.
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1.2 Cuantificadores

Un cuantificador es una expresion que hace referencia a la cantidad de elementos
de un conjunto universal que cumplen una propiedad.

Los principales cuantificadores son:

Cuantificador universal: indica que todos los elementos de un conjunto universal
cumplen una propiedad. Se simboliza ¥ y se lee “para todo™. Por ejemplo, la proposicion
“todo tridngulo equilitero es equidngulo” se simbaliza (Vx)(p(x)), donde x representa los
tridgngulos equiliteros y p es la propiedad ser equidngudo.

Cuantificador existencial: indica que algunos elementos de un conjunto universal
cumplen una propiedad. Se simboliza 3 y se lee “existe”. Por ejemplo, la proposicion
“algunos ndmeros enteros son negativos” se simboliza (Ix){(p(x)), donde x representa los
nameros enteros y p es la propiedad ser negativo.

Cuando se quiere indicar que “existe un dnico elemento” que cumple una propiedad se
utiliza el simbolo 31,

Para negar una proposicion con ¢l cuantificador universal se utiliza el cuantficador
existencial, y viceversa, para negar una proposicién con el cuantificador existencial se
utiliza el cuantificador universal. Simbdlicamente la negacion de una proposicién con
cuantificadores se representa asi:

(VR () = (AR ¥y -~((30) <= (Ya{-(p()

EJEMPLOS

1. Utilizar cuantificadores para negar cada una de las siguientes proposiciones. Luego,
determinar su valor de verdad.
a. Existen tridngulos que son equiliteros.

Como la proposicion utiliza el cuantificador existencial, su negacion debe expresarse con
el cuantificador universal. Por tanto, se tiene que la negacién de la proposicion es “todo
tridngulo es no equilitero”, cuyo valor de verdad es falso.

b. La medida de los 4ngulos internos de un tridngulo es 180°.

Como en esta proposicién se utiliza un cuantificador universal, su negacion debe

escribirse con el cuantificador existencial. Por tanto, la negacién de la proposicion es

“existen tridngulos en los que la suma de sus dngulos internos no es 180°". En este caso,

la negacion de la proposicion es falsa.

2. Simbolizar la proposicion “algunos animales son mamiferos” a partir de la pro-
piedad g{(x): x es mamifero, donde x € A y A es el conjunto de animales. Luego,
escribir su negacion.

Primero, se simboliza la proposicién con el cuantificador existencial (3x € A)(g(x)).

Luego, se niega la proposicién.

La negacion -((3x € A)(¢g(x))) que equivale a (Vx € A)(-~(g(x))).

Finalmente, se tiene que la negacion de la proposicion en lenguaje natural es “todos los
¥:mimalc.li no son mamiferos” o “ningiin animal es mamifero”.

/
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P I VT i (e T 7 eerereto - Argumento -68) propango /(l Eerito Q) Razono Q) Soluciono problemas

) Determina cudles de las siguientes expresiones son
proposiciones.

1. Sube al cuarto piso.

2. El tridngulo ABC es equilitero.
3. ;Qué es un dngulo obtuse?
4

. Lasuma de las medidas de dos dngulos suplemen-
tarios es igual a 90°.

5. Un tridngulo es isosceles si Hene Gnicamente dos
lados congruentes.

(P Halla el valor de verdad de las siguientes proposi-
ciones. Justifica tu respuesta.

6. Un poligono cénecavo tiene un dngulo interno
cuya medida es mayor que 180°.

7. Un dngulo recto mide 75"

8. Un tridgngulo puede tener un dngulo interno
mayor que 180°.

@ Escribe dos proposiciones verdaderas teniendo en
cuenta cada figura.

9. / 11.

-~ /]_‘T
I

Escribe en lenguaje natural las siguientes proposi-

ciones compuestas.

P2 ABCD es un cuadrilitero,

g: Tiene solo un par de lados paralelos.

7 Es un trapedio.

sz Tiene dos lados congruentes.

£ Es un tridngulo isdsceles.

13.p N\ s 15.p N\ r 17. t=>~¢
14.r\ g 16.rV/ ¢ 18. (pNg) <> r

u Simboliza cada proposicién compuesta a partir de las

siguientes proposiciones simples.

- Sus dngulos internos son congruentes entre si.
g: Es un tridngulo equilitero.

r: Es un cuadrado.

s5: Tiene cinco lados.

19. Tiene cinco lados y sus dngulos internos son con-
gruentes entre si.

20. Es un tridngulo equilitero o es un cuadrado.
21. Si tiene cinco lados, entonces, no es un cuadrado.

22. Si sus dngulos internos son congruentes entre si,
entonees, es un cuadrado o es un tridngulo equi-
litera.

23. Es un cuadrado si y sdlo si sus dngulos internos
soh congruentes y no tiene cinco lados.

Escribe cada proposicion compuesta p == g e in-

dica cudl ¢s el antecedente y cudl es el consecuente,
Luego, determina el valor de verdad.

24. El suplemento de un dngulo agudo es agudo.

25. Las bisectrices de dos dngulos adyacentes son
perpendiculares.

26. Dos :mgu]o.s opuestos por ¢l vértice son con-
gruentes.

27. Dos angulos congruentes son opuestos por ¢l
vértice.

a Simboliza la negacién de cada proposicién. Luego,

determina su valor de verdad.

28. Todo poligono es convexo.

29. Algunos poligonos son céncavos.
30. Todo poligono regular es convexo.

31. Todo poligono convexo es concavo.

32. Algunus puh'gtmc)s no son n:gld:m:s.

e 33. Resuelve. Francisco le muestra a Juan el retrato

de un nifio mientras le dice: “no tengo hermanos
ni hermanas, pero el padre de este nifio es el hijo
de mi padre”.

:Quién es el nifio de la fotografia?
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El siguiente tecrema es

conocida como el dltimo
teoremo de Fermat:

*No existen nimeros ente-
ros x, y'y z tales que:

A yn=2zn
Dande nes un ndmero en-
tero mayor que 2°
Escribe el difimo teorema
de Fermot de la forma:

g EJEMPLO;

Demostrar el siguiente teorema utilizando el método

L D g,

D A E
B
/
A l
B [ o4
Figura 1

2. Teoria de la demostracion < G2 o,

Todo teorema se puede expresar mediante una proposicién de la forma p = g, en donde
p es la hipotesis del teorema y ¢ es la tesis o conclusion. Para demostrar un teorema se
aplica uno de los siguientes métodos de razonamiento: método directo o método indi-
recto.

2.1 Método directo

Para demostrar un teorema por este método, se acepta la validez de la hipdtesis y a
partir de esta, de los postulados, las definiciones y los teoremas demostrados, se prueba
la validez de la tesis.

Cuando se demuestra un teorema por el método directo se realizan los siguientes pasos:

# Primero, se determinan claramente la hipétesis y la tesis del teorema que se va a de-
mostrar.

# Segundo, se realiza una construccién geométrica a partir de la hiptesis y la tesis. En
esta se incluyen las construcciones auxiliares que apoyen la demostracion del teorema.

# Luego, se relaciona la hipotesis con las definiciones, postulados y teoremas demostra-
dos anteriormente, para establecer una sucesion logica de proposiciones que permi-
tan comprobar la validez de la tesis. Generalmente, este paso de la demostracion se
presenta en dos columnas: en la primera, se escriben las proposiciones verdaderas que
permiten comprobar la validez de la tesis y, en la segunda, se escribe la justificacién
correspondiente.

# Finalmente, se afirma la tesis.

Justificacién

directo.
e N " Postulado de
La suma de las medidas de los 4ngulos intermos de un 1. DE pasapor Ay DE | BC. las paralelas
tridngulo es 180°. ’ i
ity Son dngulos
Primero, se determinan claramente la hipotesis y la tesis ‘ 2. n¥BAD + m¥BAE = 180", suplementarios
del teorema. En este caso son: [ I Soodnsiles
Hipdtesis: se da AABC h ;n;:?:.ﬁ;:m"?ﬁ?B alternos internos
Tesis: mLABC + m4.CAB + mLACB = 180° \ entre paralelas
Postulado
Segundo, se realiza una construccion geométrica. 4, mif;i =m<CAB + dc(l):ta dicion
Para este teorema, se construye el tridngulo con vértices | | . de dngulos
A, By C, y se traza una recta DE que pase por A y que 5. m¥LBAD + mLCAB + Por los pasos 2
sea paralela al lado BC (figura 1). b_WﬁxCAE = 180" | . ),4 i)
Lucgt'x, se cscribcn.las proposiciones quc'pcr'mitcl'l probar 6. m¥ABC + m¥CAB + Por los pasos 3
la validez de la tesis con sus respectivas justificaciones. | mYACB = 180" );57

Estas proposiciones se muestran en la tabla de la siguien-

te columna.

Finalmente, se tiene que la suma de los dngulos internos

de un AABC es igual a 180°.
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2.2 Método indirecto

Los principales métodos indirectos de demostracidn son la conerarreciproca y la reduc-

cion al absurdo.

Contrarreciproca

La contrarreciproca de una proposicion de la forma p => ¢ es la proposicion ~g = ~p. Recuerda :":'(;' |
L3 tabla de verdad de la

Por ejemplo, dada la proposicién p = g: i llueve, entonces, no voy a cine”, su contra- propasicion condicional

rreciproca es ~g => ~p: “si voy a cine, entonces, no llueve”. Para demostrar un teorema ~

utilizando la contrarreciproca, se establece como hipotesis la negacion de la tesis y se :

concluye la negacion de la hipotesis, es decir, se demuestra el teorema ~¢ = ~p. pa 1 B

. | L

Reduccidn al absurdo ol oo - I

Para demostrar un teorema de la forma p = g utilizando el método de reducciénal | +.¥  F . F

absurdo, se asume como verdadera la proposicién ~¢ y se establece una contradiccion, Y

con lo cual se concluye que ~g debe ser falsa y, en consecuencia, g debe ser verdadera. | ¢ F [ v |

2.3 Elcontraejemplo

Un contracjemplo es un ¢jemplo que se utiliza para refutar una proposicion que incluye
un cuantificador universal y que se presume que es

Q EJEMPLO. N

Demostrar el siguiente teorema utilizando la proposicién contrarreciproca:

Si el 94 y el €8 son suplementarios, entonces, el 94 y el <58 no son agudos ambos.

El teorema es de la forma p = g, donde p es “el LA y el <08 son suplementarios” y ¢ es
“el €A y el 9B no son agudos ambos™. Asi, la proposicién contrarreciproca es:

~g = ~p: Si el LA y el 48 son agudos ambos, entonces, el LA y el €8 no son

suplementarios.
Para demostrar la proposicion contrarreciproca se realizan los siguientes pasos:
Primero, s determinan la hiportesis y la tesis.

Hipétesis: el 94 y el LB son agudos. i
= -

Tesis: el <A y ¢l <8 no son suplementarios.

= o

Luego, se escribe la secuenda de proposiciones con las justificaciones correspondientes.

| roposicio Justificacién

| 1A y 4B son agudos. Hipotesis J
L 2. mYA < 90° y m<LB < 90° | Definicién de dngulos agudos |
3. m4A + mLB < 180" Propiedades de bas desigualdades |

4. El 94 y 4.8 no son suplementarios. | Definicion de dngulos suplementarios |

Finalmente, se demuestra que el teorema “si el <A y el €8 son suplementarios,
entonces, el $LA y el €05 no son agudos ambos”, es verdadero porque su contrarreciproco

es verdadero.
- e’
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2.4 Ejercicios resueltos de demostraciones

Para comprobar la validez de una proposicion se aplica el método directo o los métodos
indirectos de demostracién o se busca un contracjemplo si se presume que es falsa.

1. Demostrar el siguiente teorema utilizando el mé-
todo directo.

Dos dngulos, uno agudo y otro obtuso, que ticnen
sus lados respectivamente perpendiculares son suple-

mentarios.
Primero, se establecen la hipotesis y la tesis.
Hipdtesis: £LABC es agudo y 9LA'B'C" es obtuso.
BALBA yBC LBC
Tesis: mLABC + m<LA'B' ' = 180°.

Segundo, se construye el dngulo agudo y el dngulo
obtuso de tal forma que sus lados correspondientes sean
perpendiculares.

Luego, se escriben las proposiciones con su respectiva
justificacion.

1. LABC es agudo y SA'B'C’
s obtuso.
2. BALBA yBC LBC  Hipétesis
Definicion de

Justificacion

Hipatesis

3. BPB' Q es un cuadrilitero.

& __ cuadrilitero ;
T :Quma dccllzs angulos
&Ly + mdz = 360° internos de un
| kg : cuadrilitero

S.m¥w = 90°y mgy = 90° Por2
6. m¥x + m¥z = 180% J Pordy5

Finalmente, mYABC + m4A'B' " = 180°, porque
mLABC = mYzy mIA'B'C’' = mIxy, por tanto, los

dngulos son suplementarios.

226| o

2. Utilizar el método de reduccidn al absurdo para de-
mostrar el siguiente teorema: un tridngulo tiene a lo
mas un dngulo obtuso.

Primero, se establece cudl es la hipdtesis y cudl es la tesis.
Hipotesis: se da el AABC.
Tesis: el AABC tiene a lo mds un dngulo obtuso.

Luego, se niega la tesis, para ello, se supone que un
tridngulo tiene mds de un dngulo obtuso y se desarrolla
la demostracion.

Pmpnlidlh Justificacién
11 MNABC Hipétesis ,
2.4 A y 98 son obtusos. ngacit'm dela
| | tesis
S mE BT mE = V.| Dopledad delos
| ‘ tridngulos
4.mYA 90"y mIB =90 Por2

. | Propiedades de

S.m¥A + mLB + mLC > 180°. | Ias desigualdades

Finalmente, se tiene que las proposiciones 3 y 5 se
contradicen entre si, porque la suma de las medidas de los
tres :ingulus no puede ser al mismo tiempo igua] a 180°
y mayor que 180°. Esta contradiccion surge de suponer
que un tridngulo tiene mds de un dngulo obtuso. Por
tanto, se puede concluir que un tridngulo tiene a lo mds
un dngulo obtuso.

3. Proponer un contracjemplo para refutar la siguiente
proposicién.

No existen cuadrildteros en los que solo uno de sus
angulos internos sea un dngulo recto.

El contracjemplo para refutar esta proposicion se basa
en la construccion de un cuadrilitero que tenga solo un
dngulo interno recto. Para realizar esta construccidn se
construye un <PQR recto y se traza un LPTRagudo, de
tal forma que su vértice T esté en el interior del SCPQR.

Por tanto, ¢l cuadrilitero PQRT refuta la proposicion.
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-9 Propong -. E)erduo-. Ramnoa Soluciono problemas

Afianzo COMPETENCIAS O interpreto /P arg

) Escribe los siguientes teoremas de la forma p = 4.

34. Los dngulos alternos internos entre dos rectas pa-
ralelas cortadas por una secante son congruentes.

35. Dos circunferencias diferentes pueden interse-
carse a lo mds en dos puntos.

36. Los dngulos opuestos de un cuadrilitero inscrito
en una circunferencia son suplementarios.

37. Un angulo cualquiera inscrito en una semicircun-
ferencia es un dngulo recto.

\) Determina cudles de las signientes proposiciones son
verdaderas y cudles son falsas. Justifica tu respuesta.

38. Un teorema se puede expresar de la forma p=> ¢4
donde g es la hipotesis y p es la tesis.

39. La contrarreciproca de » = s es s = -,

40. Un contracjemplo que refuta la proposicién
“todos los mdltiplos de 3 son impares” es el nd-
mero 18.

41. Un contracjemplo que refuta la proposicién
“todos los cuadriliteros son paralelogramos™ es el

rombo.

42. Completa la demostracién del siguiente teorema.
“La diagonal de un paralelogramo determina dos

tridngulos congruentes”.
Proposic Justificacién
AC esuna diagonal del Hinotesi

paralelogramo ABCD. i ‘
. AD|BC y AB| CD |
L CAD = 4ACB )
LACD = S.CAB )

Propiedad reflexiva

\ de la congruencia

HMABC = ACDA

a 43. Demuestra el siguiente teorema por el método
directo.
“Si las diagonales de un cuadrilitero se bisecan y
son perpendiculares, entonces, ¢l cuadrilitero es

un rombo”.

a Lee la hipotesis y la tesis en cada caso. Luego, realiza
la demostracion.

44, Hipotesis: VQ L PR s T
LPQS = LRQT
Tesis: 4SQV = LTQV

45. Hiporesis: el Lxy el <y \ s

son suplementarios. x\\\
Tesis: ¥z = Yw 3w
V‘-\‘\
46. Hipotesis: AB = CD
Tesis: AC = BD NN,
A B C D

) Resuclve.

47, Plantea un teorema
que se relacione con ¢l
paralelogramo ABCD.
Luego, demuéstralo.

a Demuestra los siguientes tcoremas a partir de la
proposicion contrarreciproca.
48. Si dos rectas se intersecan, su interseccion con-

tiene un unico punto.

49. Si los lados opuestos de un cuadrilitero no son

congruentes, entonces, el cuadrilitero no es un

paralelogramo,
a Lee y resuelve.

Seis personas recibieron un terreno de forma trian-
gular y decidieron repartirlo a partir de sus medianas,
como se muestra en la siguiente figura.

C

Donde M, N'y Pson los puntos medios de AB, BC
y AC | respectivamente.

50. Demuestra que cada una de las seis personas
recibié un terreno de igual drea que el terreno de
las demis.
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Los griegos de la Anti-
gliedad consideraban el
rectdngulo durec como
una de las figuras mas be-
llas y fascinantes, y lo uti-
Izaron en la construccion
de monumentas y templos
come el Partendn.

El rectdngulo dureo es un
cuadrildters cuyos lades
estan en una proporcion
lqual ala razén durea.

A 8

228 g

3. Razonesy proporciones

El estudio de las razones y de las proporciones es la base para la solucion de problemas
geométricos relacionados con la medicion y semejanza de figuras utilizadas para la cons-
truccion de templos y edificios.

La relacién y comparacion entre dos magnitudes se puede expresar como ¢l cociente
entre dos nimeros.

3.1 Razbn

La razén entre dos cantidades a y b con b # 0, es el cociente entre estas. Por tanto,
si -g = r, se tiene que res larazonentre a y b.

La razdn :nm:aybsccscﬁbc—z yselee @esa b En la razén 4 | a es el antecedente y
& es el consecuente. Por ejemplo, si en un tridngulo se compara la medida de su altura,

que mide 9 ¢m, con su base, que mide 4 cm, se tiene la razdn it g .

3.2 Proporcion

Una proporcidn es la iqualdad entre dos razones:

Sia, by p, q son proporcionales se tienen que % = %

La proporcion -g = 5 se lee 0 es a b como p es a g. Los términos o y g se deno-

minan extrernas y los términos b y p se denominan medios.

Las principales propiedades que se cumplen en toda proporcion % = ‘s son:
i El producto de extremos es igual al producto de medios.

aq = pb
# Si se invierten los términos de una proporcion, se obtiene otra proporcién.

B

a
# Si se intercambian los extremos o los medios se obtiene otra proporcién.

4 _ P

b a

# Si se suman o se restan los consecuentes en ambos antecedentes de la igualdad se ob-
tiene otra proporcion.
etb - 2T iien b = 24
b q b q
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(1) Responde y explica con un ejemplo.

51. ;Cémo se usan las razones en construcciones de
edificios ¥ trmplos?

52. ;Qué es una proporcion?

) Realiza un dibujo que cumpla con las condiciones
dadas.

53. Un rectingulo cuyas medidas de largo y de ancho
estén en razon de 3 a 3.

54. Un tridngulo rectingulo cuyas medidas de base y
altura estén en razon de 5 a 4.

55. Un par de cuadrados cuyas medidas de sus lados

estén en razdn de 2a 3.

€0 Indica cudles de los rectingulos de la siguiente fi-
gura tienen los lados en razén de 2 a 3. Explica t

respucs ta.

56. 58.
4 2 \‘>
57. 59.
/\
3 N&
— .

Establece cada una de las signientes razones, a partir
de la siguiente figura.

D
H0em \-\304::-
50 CA 5\
B cm Y E
//
/’
"4
30 cm ' Nen
4
e/
el
- 67;5 om
A

60. La razon entre BCy AF.
61. La razén entre el perimetro de la figura y AB.

() Verifica la validez de las siguientes proporciones
aplicando la propiedad fundamental de las propor-
ciones. Ten en cuenta que: * = %,

y z
62. *t) _ wtz 63 w—x _EZ_1
¥ Z 3 ¥

Renuidve. Si i ravkn ciibee las medidis dé ¥4y 4B
esde2a3:

64. Escribe tres posibles medidas para €A y <08,
65. Determina las medidas de €04 y 0B, si se sabe

que son dngulos complementarios.
66. Determina las medidas de LA y 9B, si se sabe
que son dngulos suplementarios.
) Demuestra.

67.5iF =4 entonces T —at2b
}’ bl » )

b ¥ b
68. Si~ =—a,cnmnccs,m —A—H.
y b T S B

Soluciona.

69. Una cinta de 100 ¢m se divide en dos segmentos
cuyas longitudes estin en razon de 12 3. ;Cuil es

la longitud de los dos segmentos?
70. Encuentra las medidas de los dngulos internos de

un tridngulo, si se sabe que estin en la razén de 2

a3yde3ad

71. Si dos :mgulm suplementarios estin en razdn % 5
seudl es la medida de los dos :ingulos?

72. La razdn de dos segmentos es de 6 a 7. Si un
segmento mide 6 cm mis que ¢l otro, jeudl es la
medida de cada segmento?

@ Ui dicctiaion debe iealivar un follsto de 24 con da
largo, de tal manera que al doblarlo por la mitad,

las nuevas dimensiones de largo y de ancho sean
proporcionales a las medidas de largo y de ancho del

folleto ori.ginaL
73. Determina la medida x de ancho del folleto.

I 2% em |
E i G
= \

A c B



3.3 Razon entre dos segmentos

La razén entre dos segmentos es &l cociente entre las medidas de los dos seg-
mentos, expresadas en la misma unidad de medida.

Por ejemplo, si AB = 10 cm, BC = 6 cm, entonces, la razén entre AB y BC es 3

3!

3.4 Segmentos proporcionales

Los segmentos A8 y CD son proporcionales a los segmentas £F y GH, si la razdn
entre ABy CD es igual a la razdn entre EF y GH. Es decir,

A8 _ £F
D GH

A B

—_—

lem
D

3em

sOn:

A G 2]
ch EF 3

proporcionales.

1. Comparar las medidas de 7B, €D, EFy GH
para establecer las razones respectivas y determinar
los segmentos proporcionales que resultan.

E F
6 cm
G H
2cem

A partir de las medidas de los segmentos dados, se
pueden establecer las siguientes razones.

AB_1 CD_3_1 AB_1
CD 3 EF 6 2 EF 6
€D _3 4B _1 GH _2_1
GH 2 GH 2 EF 6 3

Luego, los segmentos proporcionales que se obtienen

AB _ CD _ 1
GH EF 2

2. Encontrar la medida del lado EF del rectingulo
que aparcce en la figura, si las bases y las alturas de
los rectingulos ABCD y EFGH son respectivamente

10,5 cm

En el rectingulo ABCD se tiene que:

AB=52cm AD=35cm
En el rectingulo ABCD se tiene que:
EH = 10,5 cm

Como las bases y las alturas de los rectingulos son
respectivamente proporcionales, se puede establecer la
siguiente proporcion:

v’—gg = %[l-)] Se plantean s sementas propardonales.
52 _ 35 Se feimiplazan bas edidas de AB. AD y 4.
EF — 103 Se rernplazan las medidas de A8, AD y E5.

5,2-10,5 =3,5-EF Seaplica a peopiedad 2 las proporcianes.

—5,2:10,5 _ 54,6 —
=~ By
Por tanto, la medida del lado EF es 5,6 cm.

3. Determinar la proporcién que se forma en la si-
guiente figura,

Cuando se establece entre las medidas de las bases y las

a]mrassctiencn:’%: =—i85 =-é =_%: =_g




Afianzo COMPETENCIAS

Estandares Pensamientos espacial v vanacional @

O Interpreto « \} Argumento » e Propongo - . Ejercito » ° Razono

€ Observa la figura. Luego, determina la razén entre
cada par de segmentos.

74. ACy AB. 76. AG y BH.
75. Gl y BC. 77. Cly BH.
L1 Dibuja pares de segmentos que estdn en la razén que

se indica.

AB _ 2 EF _ 1
DB 80-"GH = 4

i, ud XY =2
M T s TV - S

El segmento AC de 12 cm estd dividido por el
punto B, en dos segmentos AB y BC cuyas me-
didas estdn en las razones indicadas. Determina la
medida de cada segmento.

82.1a22
83.2a3

84.3a5
85.3a7

A B C

‘ Determina las medidas de dos segmentos AB y BC
teniendo en cuenta la informacién indicada.

86.AB — BC=12emy48 =3
AB
87.AB+ BC=20cmy BC':‘? "
o= AR A2
= { e = —
88. AB+ BC=1+/2 y£5 =¥

‘m Resuclve. Dos segmentos estin en la razén de 3 a 1.
Si el segmento mds corto mide 5 cm:

89. Determina la medida del otro segmento.
90. Dibuja los dos segmentos.

P Responde. Si M es el punto medio de un segmento
AB.

91. ;Cudl es la razon entre AM y AB?
92. ;Cudl es la razon entre MB y AB?

93. ;Cudl es la proporcion que puedes establecer?
Explica tu respuesta.

9 Los tridngulos ABC y DEF son triangulos equild-
teros.

94, Halla la razon entre las medidas de sus lados.
95. Halla la razon entre sus perimetros.

96. Determina la proporcion que se establece entre
los tridngulos. Explica tu respuesta.

97. Campleta la siguients tabla que mocstea la rela-
cion entre la medida del lado de un cuadrado y
su perimetro.

Escribe la razdn entre la medida del lado del
cuadrado y su perimetro. Si el perimetro de un
cuadrado es 27,2 cm, ;cudnto mide de lado?

(D Se desea prolongar el alero de un techo para cons-
truir una terraza que cubra 225 cm desde la pared.

98. Determina el valor de x para que los segmentos
AB, C D, HE ¥y GF sean proporcionales.
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3.5 Teorema de Tales * [ Ecewes

Si varias rectas paralelas son cortadas por dos secantes, entonces, los segmentos
determinados sobre las secantes son proporcionales.

Es deci, si las rectas a1, p y ¢ son paralelas y las rectas {y 2 son secantes se cumple que:

AB — DE (ver figura 2).

Figura 2.

1. Dctcrmim:hmcdidadcfl(‘_.ﬁhﬂm_l,mynmnpmﬂdasyhsmaupyq
son secantes, las medidas de GH , HI y KJ son 2 cm, 5 cm y 7 cm, respectiva-

mente.
I, m n
€ |7
2em . |7
5 em 4

\

Los datos que se conocen son:

Recurso
imprimible GH=2cm, HI=5cmy K] =7 cm
B Por el teorema de Tales se tiene:
Historia de
e GH _ LK Gailaiten I i piga
las matematicas HI ~ K] Se plantea la proporcion.
Tales de Mileto 3. T¥ . . ST
630-545 a. C. 577 Se renplazan las medidas de GH, Ay &1
k=27=28 Se despaja Ly se rasuelven las speracicnes.

2 s
Por tanto, la medida de LK es 2,8 cm.

2. Hallar la medida de MN y PQ, si MP|NQ|OR, PQ = MN +1,
NO = 6cmy QR = 8cm.

Por el teorema de Tales se tiene:

segmentos de linea racta.

&

232] geatiss

Por tanto, la medida de MN es 3 cm y la medida de Q) es 4 em.

]

i e I NO ~ Q’R Se plantea la proporcion Mil' ."L -
ales de 0 es consi- MN _ MN +1 o 2 ] \

= e lazan |as medidas NGy R \
derado el primer fildsofo 6 8 o i e NJ \Q
griego y pensador de la 8MN = 6(MN + 1) Seaplica la propiadat de lzs proporciones. / \
historia, a quien se le atri- ) | 6em 8am
buyen inte?aannes R 8MN — GMN =6 Semultiplics yse resta @i, - { \'.‘ 2
brimientos matematicos. 2MN =6 Ga resta. ’-‘ 1'.‘
Uno de los teoremas aso- s . / \
ciados con el nombre de MN =3 Se divideentre 1
Tales es la propercién de PQ=3+1=4




" 2
-
Estandares Pensamientos espacial v varaciona! =

) nterpreto « (B argumento « (@ Ejercto . € Soludiono problemas
) Escribe cinco proporciones entre los segmentos que 103. G = 15cm 104. GI = 12cm
B ecearode g HI'= 6cm MN =75 cm
% A MN=12cm %" =
W P Obscrva la figura y resuchve.
E

a7
B —
2 /
100. e _C/ s
C g G 7,/" -~ 4
1~ ® s /

\\_/ ~ o "‘,E.‘_' ’* N
-~ "'H\}.(-\‘"/ Pr - o
> i >.f\ 105. Determina las medidas de AB, BC, FE y ED
g NG si se cumple que AF | BE | CD, AC= 9 cm,

FD=12cmyAB + FE= 14 em.
Determina el valor de x de acuerdo con las medidas

106. Escribe las condiciones necesarias para hallar las
que se indican. Si AD | BE | CF.

medidas FE y ED.

101. ' Resuelve.

. A / |D 107. El segmento AB estd dividido en cinco partes

L B dem T - iguales. Usa este segmento y el teorema de Tales

c/5am  7em|E para dividir los segmentos AC y AD en cinco
'/ — ‘h‘, - partes iguales.
\ b
102.
A— B

108. Determina el perimetro de un lote como el que

. G A Al se indica en la figura, si se sabe que se dividié en
En el grifico se tiene que GN | HM || IL . De- tres partes, por medio de perpendiculares a uno
termina la medida de ML teniendo en cuenta las A siis Tading:
condiciones dadas para cada caso.
N —20m —a
G| N .
H R

80m

40 m 30m 20m
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3.6 Consecuencias del teorema de Tales

Enlace web

WAV »

El teorema de Tales se aplica para demostrar otros teoremas relacionados con la pro-

porcionalidad.

~

Si una recta interseca

a dos lados de un
trigngulo y es paralela
al tercer lado, entonces,
los segmentos en que
divide los dos lados son
proporcionales.

En el AABC, AB | DE se traza por el vértice Cuna paralela a AB
y DE . Por ¢l teorema de Tales se puede afirmar que: LD

= LE
DA EB i

La bisectriz de un dngulo
interno de un tridngulo
divide el lado opuesto

en dos segmentos
proporcionales a los otros
dos lados del tridngulo.

R iseceede -

AC

En el tridgngulo ABC, si CD es la bisectriz del <G, entonces,
AD _

BD

BC

Si varias receas son
cortadas por dos

secantes y los segmentos
determinados sobre

" las secantes son
proporcionales, entonces,

las rectas son paralelas. Si __Q

TU , entonces, s | QT | RU .

y PR euclAPQR,dculﬁmtnqu:qu:dandivididoacn
segmentos con las medidas que se indican. Compmbar

que se satisface la siguiente proporcién "oy &P _ Q’-)

~\

Para verificar si se satisface la proporcion se realiza lo
siguiente:

Primero, se remplazan las medidas de los lados y de los
segmentos correspondientes.

kP _ QP

Sr P
10em _ s 12,§cm= g
4 ¢cm 2 Y Sem i

Como las razones son iguales, los lados del tridngulo
intersecados por la recta ST y los segmentos que se
forman también son propordonales.

J




Estandares Pensamientos espacial y variacional

Afianzo COMPETENCIAS

“ Interpreto » \) Argumento » ‘ Ejercito « . Razono

€Y En AABC, DE | AB. Completa las proporciones
indicadas.

B
LD _ L[l cA _ [
109. 50 = 55 B =

@ En 12 siguicnte figura AD | BE | CF .
AC=8cm, BC= 2cm, EF= 3 cm

111. Halla la medida de DE .

(D En el APQR determina en qué casos 87| PQ.
Ten en cuenta las medidas que se indican. Justifica
tu respuesta.

112. PR= 9 em, SR = 4 em, QR = 12 cm,

TR=6cm
113. PR =9 cm, SR = 4 em, QR = 22,5 cm,
TR = 10¢cm
114. PR = 9 cm, SR = 4 em, QR = 13,5 cm,
TR=6cm
115. PR = 9 cm, SR = 4 cm, QR = 20 cm,
TR =10 ¢m
@ 116. Calcula las medidas de AE y EB del AABC,
donde DE| AC.
B AE=x+1
FB=x
CD=10cm
DB =8cam

@ En o APQR, ST PQ. Encucntra la medida que
falta.

117. RS = 6ecm, SP = 14 cm, RT = cm,
TQ=21cm

118. PR = 10 ¢m, RS = 3 em, QR = 15 cm,
RT=_____ cm

119. RS =3 em, SP = 7 em, RT = 4,5 cm,
Q= cm

120. PR = 10 em, SP= 7 cm, QR = . <m,
RT = 4,5 cm

@ En o AFGH, $FJT = €JGH, encuentra el valor

que se indica en cada caso.

121. 2= 6cm 122.x+ y= 19 cm
w= 14 cm y=10cm
x=9cm z+ w= 38 cm
y=____cm w= cm

.Encuentmlamedldzddaemcnmqucscindlmm
cada caso, teniendo en cuenta que en el AABC se
cumple que CD es la bisectriz del €£C.

123. AC= 9 em 124. BC = 8 cm
AD =6 cm DB = 6em
CB=10cm AC= 14 cm
DB=___ _ cm AD=___ _ cm
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EJEMPLOS

4. Poligonos semejantes

Dos figuras son semejantes si tienen la misma forma

Un mapa a escala es semejante a la regién geogrifica que representa.

Dos poligonos son semejantes si hay una correspondencia entre los vértices de

tal manera que:

¥ Los angulos correspondientes son congruentes.
# Los lados correspondientes son proporcionales.

La relacion de semejanza entre dos poligonos se simboliza con “~" que significa “es

semejante a”.

En la siguiente figura, si AABC ~ ADEF se puede establecer la semejanza debido a:

F
C A
AAB D E

* La congruencia de los dngulos correspondientes:
A= 4D, IB= LEy SC=XF
* La proporcionalidad de los lados correspondientes:

AB _ BC _ AC
DE EF DF

1. Observar la siguiente figura. Luego, comprobar que
ABCDE ~ A'BCD'E'.

p}
P 6 P
5@"@' )7 il
: B o i
: ' 135,57°
u H ; \..
A Som: 8 & - B

Primero, se verifica la congruencia de los dngulos.

Como los dngulos correspondientes tienen la misma
medida, se tiene que:

TA =44 IB= 4B
¥D=4D" JE=LF
Luego, se comprueba la proporcionalidad de los lados

correspondientes.

¥C=<4C

A8 BC cD DE FA 6

Finalmente, como las razones son iguales, los lados son
proporcionales y la razdn de semejanza es rE

Por tanto, ABCDE ~ A'B'C'D'E'.

-

2. Dados dos rectingulos ABCD y EFGH que son se-

mejantes, escribir la razdn entre sus perimetros.

A D E H
‘vl n -
B z+3rc 2

F'-] ; rc

Primero, se halla el valor del lado de EFGH.
x 2x

x+3 2
,_2x(x+3)
T x

P=2¢+6

Luego, se plantea la razon entre sus perimetros asi:
_ 2(2x+ 3)
T 4(2x+ 3)
4

4
e £

2

1

Finalmente, la razdn entre los perimetros es Eh
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Afianzo COMPETENCIAS

Estandares Pensamientos espacial y variacional @

[ 1) Interpreto « 9 Propongo -« ' Ejercito » §§ Razono - n Soluciono problemas

€ Determina el valor de verdad de cada proposicion.
Muestra un contracjemplo si la proposicion es falsa.

125. Todos los rectingulos son semejantes,
126. Todos los tridngulos equilteros son semejantes.

127. Todos los poligunus congruentes son seme-
jantes.

128. Todos los tridngulos rectingulos son semejantes.

129. Todos los poligonos regulares son semejantes.

G Determina si los siguientes pares de poligonos son o

no semejantes.

130. ABCD y EFGH

B C
A D E*¢ H

131. ADBEy FIG]

E /‘J

D I

a Los siguientes pares de poligonos son semejantes.
Determina los valores de x, y y z en cada grifica.

132.
X
R
PTT4TQ § 12 T
133. F
B o\
A 4 \
2,400 \
\ \
3 e . 08 . ~ lsom \ G
D 8~ U { =

) 134. Dibuja un poligono que sea semejante al poli-
gono ABCDE, de tal manera que la razén entre
los lados correspondientes sea de 3 a 4.

Resuelve.

135. Los planos son representaciones a escala de un
lugar. La escala es la razon entre la medida de
una distancia en el plano y la distancia real. En
la elaboracién del plano de un apartamento se
us$ una escala —21'5' Si las dimensiones de una
habitacion son 4,3 m de ancho y 6,8 m de largo,
scudles son las dimensiones de la representacion

de la habitacién en el plano?

136. Determina la escala a la que estd dibujado el
plano de la fachada de un edificio de 30 m de
altura, si el dibujo mide 12 em.

137. En un mapa se utilizd la escala 1:150.000. Si
la distancia entre dos puntos que indican dos
pueblos es 13 ¢m, jeudl es la distancia real?

138. Se hizo una ampliacién de un mapa de 9 cm de
largo y 6 c¢m de ancho. Si la medida del largo
en la ampliacion es de 40,5 cm, determina la

medida del ancho.

Un fotégrafo quiere ampliar las siguientes fotogra-
fias aplicando diferentes escalas.

139. ;Qué dimensiones tendrd cada fotografia si se
amplia a una escala de 1:202

140. ;Qué dimensiones tendrin si se amplian a una
escala 1:97
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Figura 3.

rnecuerda que... ™

g J || m, los &ngulos co-
mrespondientes son con-
gruentes. Por ejernplo, el
47 y el 46 son cores-
pondientes, entonces,
42 =46,

238| graruin

& 3 Ampliaci
4.1 Semejanza de trisngulos < [EXP rames e
Dos tridngulos son semejantes si se cumple que: los dngulos correspondientes son con-
gruentes y sus lados correspondientes son proporcionales. Por ejemplo, si el AABC es
semejante al ADEF (figura 3), se escribe AABC ~ ADEF, y se cumple:

Los dngulos correspondientes son congruentes A = LD, 98 = 4, 4C= LF.

Los lados correspondientes son proporcionales gg. g.g Abg .

Teorema fundamental de la semejanza de triangulos

Si una recta interseca dos lados de un tridngule y es paralela al tercer lado, en-
tonces, determina un tridngulo semejante al tridngulo dado.

Por tanto, si la recta / interseca a los lados AB y AC del AABC en los puntos D y E,
de tal forma que /|| BC se cumple que AABC ~ AADE, como se muestra en la figura.

Para realizar la demostracién se hace una construccién auxiliar, por el punto D se traza

una recta paralela a AC.

1 BD _

1pa = Fe ‘ Teorema de Tales ]
2. M = B—F}?';..—FC Propiedad de proporcionalidad 4
‘ 3. gj E-g ‘ Suma de las medidas de los segmentos )
4. FC= DE Lados opuestos en paralelogramo DECF ]
\ 5 gg Remplazando FC por DE (en paso 3 por paso 4) ‘
A gj "EA Teorema de Talesy propiedad de proporcionalidad |
3G BA CA ' :
.‘7 DE — “EA Por pasos 5 y 6 ‘
\3- ?{2555{2228 Angulos correspondientes entre paralelas )
9. ¥A=94 Proplcdad reflexiva )
NABC ~ AADE Deﬁmcmn de tridngulos semejantes (pasos 7, 8 y 9)

Por tanto, se cumple que AABC ~ AADE.



Estandares Pensamientos espacial y variacional@
Criterios de semejanza de triangulos @ i

Para comprobar que dos tridngulos son semejantes no es necesario comprobar siempre
que los tres dngulos son congruentes y que los tres lados son proporcionales; existen
algunos criterios que permiten comprobar la semejanza con menos condiciones.

Ciriterio lado-lado-lado (LLL)

Dos tridngulos son semejantes si sus lados correspondientes son proporcionales. A
Si los lados correspondientes de dos tridngulos son proporcionales, entonces, los tridn- £> C
gulos son semejantes. Asi, no hay necesidad de comprobar que los dngulos correspon- B
dientes son congruentes.
Esto es, si en la figura & 48 = BC — AC o0 AABC~ ADEF r

5 guad hr = EF = DF’ FEAE ; [ -
Por ejemplo, para determinar que ALMN ~ AOPQ, se verifica la proporcionalidad E
entre los tres lados. Para esto se establecen las razones entre las medidas de los lados asi: Figura4
2 .
N 4 cm 8em
3 N
L M O r
6,75 cm 9em
LN _3 - NM _ 6 _ IM _ 675 _
0Q =% 0,75 or T8 0,75 opr 9 0,75

Como las razones son i.gua.l:s, los lados con’esptmdicnm son proporci(ma]ts ¥, €n con-
secuencia, ALWN ~ AOPQ. Ampliacién

Criterio lado-dngulo-lado (LAL) multimedia

Dos tridngulos son sermejantes si dos pares de lados correspondientes son propor-
cionales y los angulos correspondientes entre ellos son congruentes.

Por tanto, para comprobar que el AABC es semejante con el ADEF, basta con verificar
que AB y AC son proporcionales con DE y DF, respectivamente, y que el 94 = D,

Esto es, si - AB _ f-)"(;; y LA = 4D, entonces, AABC ~ ADEFE

DE ~

Por ejemplo, para establecer si AFFG ~ AHIY, se comprueba la proporcionalidad entre

los dos lados asi:
H
','

10,5 cm
Sem >
y4,2 cm 12.,5 o
E’ /

EF 4,2 _ B —

H 10,5 i H 12, 5 e

Como los lados son proporcionales y el €E = 9H, los tridngulos EFG y HIf son se-

mejantes,
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Figura 5.

Criterio dngulo-dngulo (AA) @ e
Dos tridngulos son semejantes si dos angulos corespondientes son congruentes.
Por tanto, para comprobar que el AABC es semejante con el ADEF, basta con probar

que el LA y el 4B son congruentes con &l LD y el LE, respectivamente. Esto es, si
A= LDy LB = LE entonces, AABC ~ ADEF (figura 5).

Por ejemplo, el ARST es semejante con el AOPQ, porque SR = S0y $T= LQ.

s T
‘ 5 P — Q
1
R

En este caso no es necesario probar que 9.5 = <P para garantizar que los tridngulos son
semejantes, ya que esta congruencia se deduce directamente del hecho de que “la suma
de las medidas de los ingulos internos de todo tridngulo es 180°",

Cuando se utiliza la notacion geométrica para indicar la semejanza de tridngulos es im-
portante tener en cuenta el orden en que se escriben los vértices, puesto que estos indican

la correspondendia entre los dngulos congruentes y los lados proporcionales.

'h

o]

g EJEMPLOS

-\

1. Determinar la distancia entre los campamentos
representados por las letras A y B, si se conoce que
BC =36 m, CD = 12 m y DE = 16 m. Ademds,
AB | DE.

Enla bserva que:
Egums e e En el ANMO se tiene que:
o= Per oo N ! vertice.
$BCA= <DCE  Poroguestos pur el vértice MN = 18 cm, ON = 15 cm, y = MO
CAB= <CED  Purallernus internus entre paralelas.
= o T Como AABC ~ ANMO, se tiene que:
Luego, AABC ~ AEDC por el criterio AA.
. LA _ _AB Seplantea la proporcida entre ks ladas.
Ahora, se halla AB como sigue: oN  MN
AEg = ‘gg Se plantea 1 progorcion entra los lados. "155' = “}%, x =10 Seremplazan (A, A8, MW, O y se despeja .
Afg — —?g Se replazan 8C £ y . —h% = -‘%% Se plantea |2 proporcice entre Jas lados.
AB=143 i "%‘% =2 »y =30 Seremplazan AB 8C. AN, M0y se despsja v
Por tanto, la distancia entre los campamentos es de 48 7
| metros. Por tanto, x = 10 y y = 30. g

2. Hallar el valor de x y y si los tridngulos son seme-
jantes.

ARSI 4

j L /

c\/
En el £ABC se tiene que:

AB=12¢cm ,BC=20cm,x = CA
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Estandares Pensamientos espacial y variacional

T T e R erpreto B Argumento 68 Propongo - Gercto Q) Razono Q) Soludiono problemas

(1] Explica, mediante un cjemplo, cada criterio para la
semejanza de tridngulos.

141, Criterio LLL. 142, Criterio LAL.

143, Responde: ;Por qué los tridngulos equiliteros
son semejantes?

QDcmrminaelait:rioqucpcrmh:uublcmhsme—

janza entre cada par de tridngulos. Explica tu res-

puesta.

144, AABC ~ AADE

145. AABC ~ ADEC
JIE= I8

A D B

146. AABC ~ AEDC

LA=4E
BC|DE

B
E
o C
A
D A B D

€ 148. Los Iados de un tridngulo miden 3 cm, 4 em
y 5 em. Se construye otro semejante a él, cuyo
lado menor mide 15 em. Halla la longitud de
sus otros dos lados.

147. AABC ~ ABDE
AC| BE

. Comprucba la semejanza de los tridngulos. Luego,
calcula el valor de x.

149. AABC ~ ADEC

150. AAED ~ ACEB, AD| CB

151. AABC ~ AFDEy D, F, E son puntos medios
de los lados del tridngulo.

6cem

A E B

n 152. Encuentra dos posibles medidas de x y y para
que el AABCy el ADEF sean semejantes.

F
,
;&
»
3 g
V4 = s
F < }/ )
/Te.. 4
A D

ﬂ 153. Comprucba que si DE = 3ACy €A = 4K,
entonces, AF = 4AB.
(7%

A
D

# 154. Realiza la siguiente demostracién.

D c
& —i7
4 JF
4
A B

Hipétesis: ABCD es paralelogramo.

AC esuna diagonal del paralelogramo.
Tesis: AAED ~ ACEF
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Recurso
Semejanza de tridngulos rectangulos imprimible

Dos tridngulos rectingulos son semejantes si cumplen alguno de los siguientes criterios:
Tienen un dngulo agudo congruente. Si dos tridngulos rectingulos tienen un dngulo
agudo congruente, entonces, los tridgngulos son semejantes. Esto es consecuencia del
criterio AA de semejanza de tridgngulos, ya que los dngulos correspondientes que son
congruentes son el dngulo agudo y el dngulo recto.

Las medidas de sus catetos son proporcionales. Si los catetos correspondientes de dos
tridngulos rectingulos son congruentes, los tridngulos son semejantes. Esto es conse-

cuencia del criterio LAL de semejanza, puesto que los catetos son proporcionales y los
dngulos rectos comprendidos entre estos son congruentes,

Las medidas de uno de los catetos y las hipotenusas son proporcionales. Si la razén
entre un par de catetos correspondientes y la razdn de las hipotenusas es igual, entonces,
los tridngulos son semejantes. En este caso, la proposicion no es consecuencia directa de
los criterios de semejanza, por tanto, es necesario hacer la demostracion.

Recuerda que...

£n untriangulo rectangu-
o a los ladas se les llama
catetos e hipotenusa.

En la demostracién de la proposicién se plantea que BC = a, BA = ¢y que la razén
entre las medidas de los catetos correspondientes y las medidas de las hipotenusas es »
(figura 6).

B
B
a
C A
% FE FD
Esdecir,EE L n. Luego, FE = nay FD = nc.
ne
na Aplicando el teorema de Pitigoras se tiene que:
CA=yc*— A yED= Jin)? — (ma)? = Y n?(* — &) = nyc? — a?.
E D

- ]
Figura é. Axf,lamzén:nmEDyCAa%:ﬁ:,,_
Por tanto, los lados de los ACBA y AEFD son proporcionales y de acuerdo con el cri-
terio LLL los tridngulos son semejantes.

Hallar la altura / del paralelogramo ABCD, si AB = 16 BD = J(AD)? — (AB)? =321 —1&
em, BC = 32 cm y m¥LBDC = 90°.

BD =768 =16/ 3
B C

Los tridngulos rectingulos AHB y ABD son semejantes
porque < BAH = JBAD.

Como los lados delos AABHy A ADB son proporcionales,

se tiene:

A H D %IB.{ = ﬁg Se establece I proporcian
ABCD paralelogramo, tal que AB = CD = 16 em, b =18 Germplaran 4,08, 48y AD.
BC = AD = 32 cmy m¥.8DC = 9(F. 16v'3
m<SABD = 90° por alternos internos entre paralelas. - (@(L‘S.\[Q) =38/3

32

Para hallar la altura 4, primero se encuentra la medida de

Lars r
BD , aplicando el teorema de Pitigoras en el MABD, asi: Por tanto, la altura del pamlclograrno es 8y 3.

-

42| orantuisen
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Afianzo COMPETENCIAS

0 Interpreto -!3 Argumento -8 Propongo -. Razono - Soluciono problemas

) Determina el criterio que permite establecer la seme-
janza entre cada par de tridngulos. Luego, establece
la proporcionalidad entre los lados correspondientes,

155. AABC ~ AEBD 156, AABC ~ AABD

E

A B D

(3 Determina cudles de las siguientes proposiciones son
verdaderas y cudles son falsas. Justifica tu respuesta
con un ejemplo.

157. Si dos tridngulos rectingulos tienen un lado
comiin, entonces, los tridngulos son semejantes.

158. Todos los tridngulos rectingulos issceles son
semejantes.

159. Si dos tridngulos rectingulos tienen un dngulo
agudo congruente entre si, entonces, los tridn-
gulos son semejantes.

160. Si la relacion entre las hipotenusas de dos tridn-
gulos rectingulos es 2:1, entonces, los tridngulos
son semejantes.

‘R:sudvcdcacuﬂdoconlasiguicntcﬁgma.

161. Determina los tridngulos que son semejantes.

162. Establece las proporciones entre los lados de los
tridngulos semejantes.

163. Expresa p en términos de x y a.
164. Determina el valorde ¢y g, sia = 2 cm

yx = 6ecm.
165. Encuentra la medida de p. sit = 12 cm
ygq= 13 cm.

6 166. Si el poligono ABCD es un rectingulo, tal que
91 ¢l po un | q

AC es perpendicular a FG , como se muestra

en la figura, demuestra que el 4rea del rectdn-

guloesy DF * AD - AB* BG.

Rescibive,

167. Determina la altura que tiene la escalera para
subir al avidén.

1IZm dm

168. Calcula el ancho de un o a partir del esquema
que se muestra en la figura sabiendo que en los
tridngulos formados, los lados DE y AB son
perpendiculares a AE.

169. Calcula la altura a la que se encuentra ¢l ave si
Juan ve su reflejo como se muestra en la figura.
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Historia de
las matemaéticas

Trigonometria

La trigonometrfa es la rama
de las matemdticas que es-
tudia las relaciones entre
las medidas de un tridn-
gula. Histéricamente, la
trigonometria se desarrollé
muy ligada a prablemas de
astronomia, agrimensura y
navegacisn.

Hiparco (180125 a. C) fue
un astrénomo famoso por
haber catalogado aproxi-
madamente 1.000 estrelias
y calcular |2 distancla de
la Tierra a la Luna, con un
error inferier al 1055, Fue el
primero en utilzar la rela-
cién entre las medidas de
los lados y dngulos de un
triagngule. Se le considera
el precursor de la trigono-

&metrfa_

L

Recurso

imprimible

244 on

4.2 Razones trigonomeétricas

Un tridngulo rectingulo esti formado por un dngulo recto y dos dngulos agudos. Los
lados que componen ¢l dngulo recto se denominan catetos y el lado opuesto a este dn-
gulo se denomina hipotenusa. Asi en el AABC, el dngulo C es recto y los dngulos A y
B son angulos agudos. Ademis, los catetos son 4, & y la hipotenusa c.

B
Cateto a ¢ Hipateaus
C b Cateto A

Ademds, segiin el dngulo agudo al que se hace referencia, los catetos se denominan cateto
opuesto y cateto adyacente. Por ejemplo, si se hace referencia al dngulo A, ¢l cateto
adyacente es & y el opuesto @, pero si se hace referencia al dangulo B el cateto adyacente
es 2 y el opuesto es b,

B B
Cateto ¢ Hipotenusa Cateto [ ¢ Hipotenusa
opuesto adyacente
c b A ¢ b o
Cateto adyacents, respectn al A Cateto opuesto, respecto al <LB

Por otra parte, existen seis razones que se pueden plantear entre las medidas de los lados

S a a b b ¢ 2
de un tridngulo rectd 0, estas son: = y==_ Estas razones se denominan
gulo rectingulo, b c’a’ ¢’ a’h
razones trigonométricas. Cada razon trigonométrica recibe un nombre de acuerdo con
el dngulo que se seleccione. Asi, la razon —‘5 con respecto al dngulo A se denomina seno

del dngulo A.

Las razones trigonométricas correspondientes al €A son:

CAteto Opuesto 4 cateto adyacente 4

seno A = —7 =-= cotangente A = ==
hipotenusa c cateto opuesto a
cateto adyacente 4 hipotenusa ¢
coseno A =————— = secante A = =-=
hipotenusa c cateto adyacente b

-

_ _tateto opuesto
tangente A = =<

cateto adyacente &

himt:nu.sa
cosecante A =

cateto op uesto

n |

Generalmente, cada funcion se escribe en forma abreviada de tal forma que seno B se
escribe como sen B, coseno B se escribe cos B, y asi sucesivamente utilizando las primeras
tres letras del nombre de la razon trigonométrica. En el caso de cosecante del 90A se
escribe csc A, para no confundirlo con coseno del A,

Las razones trigpnométricas en tridngulos semejantes son iguales, sin importar las me-
didas de los lados. Asi, si AABC ~ ADEF y son rectingulos se cumple que:

B
a_d E\_
e, a . N\ f
sen A = sen D # BN

c b A J e —

Asi mismo, se cumple la igualdad entre las otras razones trigpnométricas.
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1. Determinar el valor de las razones trigonométricas
con respecto al A del tridngulo rectdngulo que se

muestra.
B
3 em
&
8cm
A
En el AABC se observa que:

BC=3emyAC= 8cm

Para hallar el valor de las razones trigonométricas, se
determina el valor de la hipotenusa AB, asi:

AB =y (BO? + A}
=J/37+ 8¢

=v73

== 8,5

Se aplica el teorema de Pitagoras.

Se remplazan 8Cy AC.

Seresuebven fas operaciones,

Se extrge i3 faiz.

Respecto al 90A, los catetos opuesto y adyacente son:
Cateto opuesto: BC.

Cateto adyacente: AC.

Por tanto, las razones trigonométricas respecto al <A

son:
oo B E o
sen A = AR 8.5 0,35

WAy | N . .
cos A AR 3.5 0,94
tan A o 8 0,37

N T N
cot A= BC T 3 = 2,66

sccA=‘ﬁg ="8'§5' = 1,06

AB _ 8,5

BC 3

2. Usar la calculadora para hallar el valor de cada expre-
sion.

asc A= = 2,83

a. sen 50°
Para hallar sen 50° se realizan los siguientes pasos:
Primgro, se confirma que la calculadora esté en el modo

Luego, se d.lglm(ﬂ_nl\ v el valor del dngulo.
Es dedir, sin 50.

Finalmente, se obtiene la respuesta al dar clic cn-
)

Por tanto, sen 50° = 0,766044443 == 0,77.

b. cos 75°

Para hallar cos 757 se realizan los siguientes pasos:

Primero, se djgita y ¢l valor del dngulo.

Es decir, cos 73.

Luego, se obtiene la respuesta al dar clic en(EXE ol =).

Finalmente, cos 75° = 0,258819045 == 0,26.

3. Para medir la altura de un acantilado AB, cuya base
se encuentra en un terreno llano y horizontal, un
topégrafo fija el punto O, como se muestra en la

figura, y mide el dngulo AOB y la distancia OB,
consiguiendo 52° y 40 m, respectivamente,

Hallar la altura del acantilado.

En el AABO se tiene:

mLOBA = 90°, m¥AOB = 52°, OF = 40 m.
Respecto al L0, los catetos opuesto y adyacente son:
Cateto opuesto: AB.

Cateto adyacente: OB.

Ahora, se determina la medida de AB, asi:

tan O = -g% Se aplica | razdin tangente.
tan 52° = “25 Se remplazan el <C0y 08,
AB = tan 52° - 40  Sedespeje A8

AB =512 Se resuelven las peraciones.

Por tanto, la altura del acantilado es 51,2 m.

»
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() Completa cada espacio de acuerdo con la figura.

B
<
a
A
b
C
170.sen A= 172.tan__ = ﬁ
17l.cos A= ______ 173.50c = -2
€9 Escribe el valor de las razones trigpnométricas que se
go q
indican.
A
10 cm
8cm
C »] B
174, sen A 177.cot B
175. cos B 178. sec A
176. tan A 179. csc B
@ Halla los valores de x y y en cada tridngulo rectén-
gulo.
180. 182.
10 em -
B ~/
a/ X %’
Yy
x - 600 .
100 em
181. 183.
B
Y 700
Q . 8m
£ ) o N

(¥ Realiza el dibujo de un tridngulo rectingulo que
cumpla las condiciones. Si no es posible dibujar el

tridgngulo, entonces, justifica tu respuesta.
= 4 - = 3
184. sen A 5 cos A 5
4

=8 et
185.0053—3,&:18 3

N oSS
186. tan A = 5 ,eos B = 13

246 i

Resuelve,
187. Determina la altura de la torre.

188. Juan observa a su amigo en la terraza del edificio
con un dngulo de elevacion de 30°. Luego, se
acerca 20 m al edificio y, en ese momento, ¢l
dngulo de elevacion es de 60°. ;Cudl es la aleura
del edificio?

189. ;Cual es Ia altura de las rampas?
190. ;Cudl es la longitud de la ampa 17
191. ;Cual es la longitud de la rampa 37

#9 192. Propén y resuelve un problema relacionado con
el dibujo.
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Ampliadén
multimedia

5. Circunferencia

Dado un punto C y un ndmero positivo r, el conjunto de todos los puntos del
plano gue estdn a una distancia r del punto C se denomina circunferencia de
centro Cy radior.

Algunos elementos de la drcunferencia son:

Arco: son los puntos de la circunferencia comprendidos entre dos puntos que pertenecen
a esta.

Cuerda: es ¢l segmento cuyos puntos extremos son dos puntos de la circunferencia.
Didmetro: es una cuerda que pasa por el centro de la circunferendia.

Radio: s un segmento cuyos puntos extremos son el centro y un punto de la circun-
ferencia. Es importante tener en cuenta que la palabra radio de una circunferencia se
utiliza sin distincidn alguna, es decir, se utiliza para referirse al segmento y también para
indicar la medida de este.

Semicircunferencia: es un arco de circunferencia cuyos extremos son también los ex-
tremos de un didmetro.

Por ejemplo, en la circunferencia de la figura 7 con centro en C'y radio 7, se pueden
observar los siguientes elementos:

Centro: C Cuerda: AB
Radio: CF Arco: AR
Didmetro: DE Semicircunferencia: DE

Entre los elementos de la circunferencia se pueden establecer las siguientes relaciones:

# La cuerda de mayor longitud en una circunferencia es ¢l didmetro.
# La dreunferencia estd formada por dos semicircunferencias que tienen en comiin el
mismo diimetro.

# La medida del didmetro es el doble de la medida de un radio.

5.1 Longitud de la circunferencia

La longitud de la circunferencia L se determina mediante la expresion L = 24rr
Donde res el radio de la circunferencia y w = 3,14159. ..

Cuando se realiza el cociente entre la longitud de la circunferencia y su didmetro, la
razon siempre es la misma. Este valor constante es el nidmero pi, caracterizado por ser
un nimero decimal no periddico infinito, es decir, un nimero irracional.

El niimero pi se simboliza con la letra griega 7 y su valor aproximado es 3,1415926. ..
aunque generalmente solo se utilizan las dos o tres primeras cifras decimales del ndmero.
Asi, = 3,14.

Como la razdn entre la longitud de la circunferendia y el didmetro es igual a ar, se escribe
ﬁ = ar. Luego, se despeja L, con lo cual L = dir. Finalmente, se remplaza o por 2r,

donde r es el radio de la circunferencia, y se obtiene L = 24t

Figura 7.

Historia de
las matematicas

Circunferenciay

Desde la aparicién de la
nseda, el hambre ha utili-
Zadoe las circunferencias. El
concepte de redondez se
adquiré al absenvar el Sol,
la Luna y otros cuerpos ce-
lestes. Uno de los primeres
enestudiarla drcunferencla
fue Arquimedes, quien se
interesd por el didmetra v
la longitud de fa circunfe-
rencia, cbtuve el valor de
= = 3,1416 del que ahora
se canacen mas de 10 mi-
llones de decimales, gracias
ala tecnologfa Informdtica.
Los babilenios hablan ab-
servade que el valor de ar
estaba comprendido entre

e %
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0 nterpre! 0-* umento « 0 ¢ AZONO ono -
P T r o TN neerereto <) argumento ) propango @ Ejercito ) Rezono ) soluciono probiem

(1) Responde y explica tu respuesta.
193. ;Cudles son los elementos de una circunferencia?
194. ;A qué equivale el nimero m?
195. ;Cémo se determina la longitud de una circun-
ferencia de radio 72
196. ;Cuil es la relacion entre el didmetro y ¢l radio

de una circunferencia?

) Obsera la siguiente circunferencia. Luego, escribe

el nombre de los elementos indicados.

E_ ‘\3 197. AB =

A A 198. CD =

G——0 \ | 199. D=

: N\ YV 200.0G =
s\,i_,‘ D

=8 201 EF =

(2 Determina el valor de verdad de cada proposicién
teniendo en cuenta la siguiente figura. Justifica tu
respuesta.

202. R es un punto de la circunferencia.
203. OP es una cuerda de la circunferencia.
204. OS es un radio de la dreunferencia.
205. SQ es una cuerda de la circunferencia.
206. RT es un didmetro de la circunferencia.

207. La mayor cuerda de la circunferencia es ¢l dia-
metro.

‘ Determina la longitud de la circunferencia en cada
caso, si r es el radio y d el didmetro.

208.r= 13 cm
209.4=8,6m
210.4 =3 m
211 =% an

C48| pranrnun

Halla o dato deaconocido:

212.5i la lungitud de la drcunferencia es 20 cm,
seudnto mide el didmetro?

213. Si la longitud de la circunferencia es 8—2] m,

sauinto mide el radio?

214. La razén entre las longitudes de los radios de
dos circunferencias es de 2 a 3. Determina la
razon entre las longitudes de las circunferen-

C1as.

215, Responde: ;Cuiles son los elementos minimos

para dibujar una circunferencia?

e Soluciona.

216. Una agencia de publicidad cred un logotipo para
una marca de tablas de surfl como muestra la

figura.
Calcula el perimetro de la figura, si AC = 6 cm
y CB=2em.

A cbgs
217. El satélite Intelsat-6 fue colocado en una drbita
de 36.000 km del centro de la Tierra, permane-
ciendo en la drbita geoestacionaria. Es decir, su
velocidad es igual a la velocidad de rotacién dela
Tierra. ;Cudl es la longitud de la circunferencia

que describe este sarélite?

218. Una pista de automéviles estd formada por dos
semicircunferencias conectadas con dos vias
rectas de 1 km. Determina la longitud total de
la pista.

1 km
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— Recurso

5.2 Propiedades de las cuerdas 1P imorimible

Algunas propiedades de las cuerdas son:

En una circunferencia, si dos cuerdas son congruentes, entonces, las cuerdas equi-
distan del centro.

En la figura, si AB = CD, entonces, OF = OG. B p

Si dos cuerdas equidistan del centro, entonces, las dos cuerdas son congruentes.

En la figura, si OF = OG, entonces, AB =CD.

La mediatriz de una cuerda contiene el centro del circulo.

En la figura 8, O estd en la mediatriz del segmento AB.

Si una recta pasa por el centro del circulo y corta a la cuerda perpendicularmente, en-
tonces, la recta es la mediatriz de la cuerda. Esto es si O es el centro de la dreunferencia

¥y 0D es perpendicular a AB, entonces, OD es la mediatriz de AB.

Hallar la amplitud de <A y <(B. En la siguiente circunferencia, las cuerdas CD y EF
son congruentes y m3LAOB = 138°.

Por tanto, la amplitud de €A y LB es 21°

T D E

CD = EF Deto conacida.

AO = OB Sa aplics la propieda de les cuendas. A.W.B

YA= 4B Par £ A08 es isdsceles. 0
Ca fica 1s wiadad de las 3natiln {

mIA + mLB + meO = 180° ?:ap.lc.: la prop “.'fa'l qthl.e quiss ¢ F
interiares de un fridngulo.

m¥A = m4LB Parque los dngutas son congraentas.

m<0 = 138°

m9A + mYgA + 138° = 180° Sz emplazan n<8ym<Ld,

2mYA = 180° — 138° Se resta 138.

m¥A = 21° Se despeja m<CA.

\

r'necuerda que...

La distancia del centro a
|a cuerda es 12 medida del
segmento perpendicular
comprendido entre &l
punto y la cuerda.

L3 mediatriz de un seg-
mente es la recta per-
pendicular que pasa par
el punto medio del seg-
mento.

Figura &.
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Afianzo COMPETENCIAS

) interpreto - 13 Argumento « 9 Propongo « u Ejercito » . Razono

€3 Completa cada enunciado.

219. Si dos cuerdas equidistan del centro, entonces,

220. La mediatriz de una cuerda contiene

€9 Indica la definicién o propiedad que justifica cada
una de las siguientes proposiciones. Explica tu res-
puesta.

221.Si AB = FG, entonces, CE = CH .
222.Si HI = DE, entonces, AB = FG .
223.5i CE = CH , entonces, AB =FG .
224. Si CD es mediatriz de AB, entonces, AE = FB.

@ .

225. La longitud de las cuerdas QP y MN .
N

.
‘ /-\Q S5cm
- "-.‘p
S
q
226. La medida del £DOC.
m(AE) = 148°, m(BC )= 86", DA = CB

227. La longitud de una cuerda, si la circunferencia
tiene un radio de 6 cm y dista 4 cm del centro.

228. El radio de una circunferencia, donde una
cuerda de 15 em de longitud estd a una distancia
de 3,5 cm del centro.

250)| gratam

229. Encuentra Ia distancia e la cuerda AB al cen-
tro C de la circunferencia, teniendo en cuenta
que la medida del radio es 10 em, la cuerda AB
mide 16 cm y DF es su mediatriz.

(3 230.Completa la tabla de la de-

mostracion del siguiente D
teorema. s e STl iR
Si AB y 'CD son cuerdas 7 25 ‘B

de una circunferendia que ¢
se cortan en un punto £ ademds sabiendo que
mYLACP = mYLDBP = 90°, entonces:

AP-PB= CP-PD

Proposicién Justificacién
LBPD = JAPC {
L CDB = 4 BAC |
NAPC ~ ADPB l

- Lados proporcionales |
231. Determina la medida B
de g aplicando la pro- G p'g
piedad demostrada. dmd )~
/ e=6%m
Jf5
D

a 232.En una circunferencia, la cuerda CD es per-
pendicular al didgmetro AB en el punto P. Si
PA - PB = 3, jcudl es la medida CD?
6233. Demuestra que:
q

Si AD = DB, entonces, 8.
NADC = ABDC.
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5.3 Posiciones relativas de una recta < [ macews
y una circunferencia

Segiin su posicion, una recta puede ser exterior, secante o tangente 4 una circunferencia
que se encuentre en el mismo plano.

Recta exterior a una circunferencia

Una recta es exterior a una circunferencia si no tienen ningin punto en coman, es dedir,
cuando la recta y la circunferencia no se intersecan.

En la figura, la recta [ es exterior a la circunferencia de centro C.

{

(% )

Recta secante a una circunferencia

Una recta es secante a una circunferencia cuando la interseca en dos puntos. De acuerdo
con esto, toda recta que contenga una cuerda de la circunferencia es una recta secante
de dicha circunferencia. Por ejemplo, en la siguiente figura, .p*(i es una cuerda de la
circunferencia de centro Cy la recta P es secante a la circunferencia.

Recta tangente a una circunferencia

Una recta es tangente a una circunferencia cuando entre si tienen solo un punto en
comiin, es decir, cuando la recta interseca a la circunferencia exactamente en un punto.
Por ejemplo, en la siguiente figura la recta [ es tangente a la circunferendia de centro G

exactamente en el punto /%

Nombrar las rectas secante, tangente y exterior a la
siguiente circunferencia.

Recta secante: .

Recta tangente: L

Recta exterior: o.

i | 251
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€9 234. Observa la figura y resuclve.
4

Nombra las rectas exteriores, las rectas secantes y
las rectas tangentes a la circunferencia de centro

A.
O Trazala linea recta por el punto que se indica en cada
Caso.
235. Secante. 236. Tangente.

/ 1 / 8 B
|' ;
N§ &
(n Responde cada pregunta realizando un dibujo o

justificando la respuesta.

237. ;Cuintas rectas secantes a la circunferencia
pasan por su centro?

238. ;Cudntas rectas exteriores a la circunferencia
pasan por ¢l centro de la circunferencia?

239. ;Cudntas rectas tangentes a la circunferencia
pasan por los extremos de una cuerda de la cir-

cunferencia?

-—

,T.\_-
\ >

(1) Completa las siguientes proposiciones, a partir de la

figura.
240. Si una recta es tangente a la circunferencia, en-
tonces,

241. Si una recta es perpendicular a un radio de la
circunferencia, entonces, a

252| g

8 Realiza el dibujo que corresponde a las condiciones
en cada caso.

242. Dos rectas secantes a una circunferencia que no
tengan puntos en comuin.

243. Dos rectas tangentes a una circunferencia que se
corten en un punto.

244, Tres rectas secantes a una circunferencia que se
corten en un (nico punto.

@:245. En L figurs, ol radio de la circunferencia de
centro O es de 5 cm.

Determina el drea de los cuadrados ABCD y
EFGH.

'Dctamina las medidas que se indican para cada
informacién, a parcir de la siguiente figura.

-

/ ——— -
{ -‘/- -
\/C/
246. AB = 4, AO = 3 cm, OB.
247. OB = 10 cm, AO = 6 cm, BC.

248. OC = 15 cm, mLOBC = 22°, AB.
249. mYLAOB = 60°, mY.OBC.

@:250. B 1 Ggura se obecrvan dos poleas. La dis:
tancia entre sus centros s de 48 cm y la medida
del radio de una es el doble de la medida de la
otra. Determina la medida del radio de cada
circunferencia.

B, 12cm ‘/
e ) \
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5.4 Propiedades de las tangentes

Cuando una recta es tangente a una circunferencia se tienen las siguientes pmpicdad:s:

Si la recta / es tangente a la circunferencia en el punto Py la recta m es perpen-
dicular a la recta [ en el punto P, entonces, m contiene al centro de la circunfe-
rencia C.

Si la recta | es perpendicular al radio €8, de tal forma que el punto 8 pertenece
a la circunferencia y a la recta, entonces, la recta ! es tangente a la circunferencia.

Sila recta m es tangente a la circunferencia en el punte D, entonces, el radio OD
es perpendicular a m.

Si las rectas AD y BD son tangentes a la circunferencia en A y B, respectivamente,
entonces, CD es la bisectriz del angulo ADB y los segmentos de recta AD y BD
son congruentes.

Las chispas que se
desprenden de la bengala,
siguen una trayectoria
rectilinea tangente a la
circunferencia.

Matematicamente

Demuestra gue dos tan-
gentes internas camunes
a dos circunferencias tra-
zadas desde un punto
exterior P, determinan seg-

Mentas congruentes.
Q
N T
B - b0
8 R
QR = 5T
/

B
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g EJEMPLOS

Determinar la medida de ST, a partir de la figura.

En el AOQP se tiene:
m<LQOP = 53°, mL.OPQ = 37°.
Si OQ = 6 cm, entonces:

tan 33° = -gg = %E Se plantea |z razén trigorarrética.

-

(tan 53°) - 6 = QP Se despeia 0P,

QP=8 Se resuelven las cperaciones.
En el APRO' se tiene que:

m<LPO'R = 53°, mLRPO" = 377,

Si O'R = 3 cm, entonces:

tan 53° = -Rﬁg; = -l-;ﬁ Se plantea la razdn trigorométrica.
(tan 53°) - 3 = PR Se caspeja P

PR=4 Se resuelven las operacines.
Como QR = ST , entonces:

QR=QP+ PR=8+ 4 =12.

Luego, QR = ST = 12 am.

Por tanto, ST = 12 cm.

v COMPETENCIAS 0 Interpreto « \) Argumento » 8 Propongo « . Ejercito . Razono

€9 251. Explica, mediante un ejemplo, las propiedades
de las tangentes a una circunferencia.

(1 252. El tridngulo ABC es rectingulo en B. AB
didmetro de la circunferencia de radio 6 cm.
BC = 12 ecm. Calcula AD.

A

@ 253. Fl cuadrilitero ABCD esté circunscrito en la
circunferencia. Calcula el perimetro del cuadri-

L7 P

a&_lacirmnfcmciadccf_n;m 0, .GE es tangente y
DC es perpendicular a OB. Resuelve.

L -G
~

o

\ ’/"
D c
\
|

0
N \_/

254. 810D =5emyOG=12cm, OB =?
255.5iBG=12emy OG =13 cem, CG= ¢
256.5i0C=9emy OD =3 cm, GB=?

) 257. Dos circunferencias de radio Ry r, con R > 7.

Si las circunferencias son tangentes, como se
muestra en la figura, determina PA.
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5.5 Angulos de la circunferencia - [EXD swvse [P eacews

Una circunferencia divide el plano en tres regiones: el interior de la circunferencia, el
extevior de la circunferencia y la circunferencia. De acuerdo con esto, los dngulos de la

circunferencia se clasifican en dngulo central, inscrito, semiinscrito, exterior e interior.

Angulo central

Un dngulo es central si su vértice es el centro de la circunferencia. La medida del dngulo
central es igual a la medida del arco que determina en la drcunferencia

-{:_-

> En la dircunferencia de centro O, el $LPOQ es un dngulo

\ | central y su medida es igual a la medida de F

Angulo inscrito
Un dngulo estd inscrito en una circunferencia si su vértice es un punto de la dreunfe-
rencia v sus dos lados contienen dos cuerdas de la dreunferencia.

Jn dngulo inscrito determina un arco llamado arco interceptado. Por ejemplo, LDEF
es un dngulo inscrito en la circunferencia y DF es el arco interceptado.

Un dngulo inscrito mide la mitad de la medida del arco que intercepta en la circunfe-
rencia. Asi el LDEFy el L.QPR son dngulos inscritos en la dreunferencia y sus medidas
son:

mIDEF = m{DOF == m‘?‘ y mIQPR =1 5 mIQOR = 1 ,m QR

Una consecuencia de esta pmplcdad es que siun angulo estd inscrito en una semicir-

cunferencia, su medida es 90°, es decir, todo dngulo inscrito en una semicircunferencia
€5 Tecto.

wae | 255
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Angulo semiinscrito
Un dngulo estd semiinscrito en una circunferencia si tiene su vértice en la crcunferencia,
un lado contiene una cuerda y el otro lado es tangente a la circunferencia.

La medida de un dngulo semiinscrito es la mitad del arco que intercepta en la drcun-
ferencia.
As, el QPR estd semiinscrito en la circunferencia y su medida es la mitad de la medida
del arco interceptado. Asi:

mLQPR = i | m{QOP

—

mPQ

Nl—'

Angulo exterior

Un dngulo exterior a una circunferencia es un angulo que tiene su vértice en el exterior
de la circunferencia. Los lados del dngulo pueden ser ambos secantes, ambos tangentes
o un lado secante y ¢l otro tangente a la circunferencia.

La medida del dngulo exterior corresponde a la mitad de la diferencia de la medida de
los dos arcos interceptados. Por ejemplo, mIADAE = %(mﬁ - m@.

Angulo interior
Un dngulo interior es un dngulo que tiene su vértice en ¢l interior de la circunferencia.

El vértice del dngulo es un punto diferente al centro, Cuando dos cuerdas se intersecan
en un punto diferente del centro forman cuatro dngulos interiores.

\< \ La medida de un dngulo interior corresponde a la
mitad de la suma de los arcos interceptados.

\ Y Por ¢jemplo, m<SPT = "(mST + m’Q_ﬁ)
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Afianzo COMPETENCIAS € interprete « (B Argumento + 3 Propongo « (@ Ejercito - ] Razono - Soluciono problemas

) Realiza el dibujo del dngulo que se indica.
258. Angulo inscrito con 50° de medida.
259. Angulo exterior con 40° de medida.
260. Angulo interior con 150° de medida.

\) 261. Determina la medida de los dngulos que se in-
dican en la figura. Justifica tu respuesta.
C

>\ ) \
o / \
4 ’u \
\ /

’ T"
4
E

Determina las medidas de los datos que se indican

en cada caso.

262.Si CB = 90° y CD = 30°, halla la medida de
LBECy +.DFB.

D

——

E F

263.Si AB = 90°y CD = 60°, determina las me-
didas de XBFA y %CAD.

264. Si ¢l arco menor mAE = 80° y el arco mayor
mAB = 280°, halla la medida de LACB.

C

“}’“ ;‘\8

\

@ En 1a figurs, 4B, AC, DB y DC son cuerdas de
la circunferencia de centro Q. Usa cada informacdidn
para hallar la medida de los datos desconodidos.

—

265. Si mAD = 100°, entonces, <By <LC.
266. Si m¥.C = 35°, entonces, $By AD.
267. Sim¥D = 26°, entonces, LDy BC.

Observa la figura. Luego, resuclve.

B
g
¥ AN

268. m3ADC
269. m3AOB
270. m¥ABC

9 271.Demuestra que si AB | 'CD, entonces,
AC = DB

\\r
D

272. En una presentacién de acrobacia aérea, un
avién realiza un bucle circular en un plano
vertical. Desde un punto P en el suclo, perte-
neciente al plano, se observa el movimiento del
avion cuando se describe un arco AB de 60° de
medida.

Si mLAPB ‘—;_4\5", calcula la medida del arco
mis grande CD , que describe el avion, sobre el
mismo plano del SLAPB.

ocanin i | 257
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Recuerda que...
£l segmento circular limi-
tado por el didmetro del
circulo y por la semicir-
cunferencia se denomina
sepoiclreulo.

258' Qiantinisa

6. Circulo

Un circulo es el conjunto de puntos de un plano, formado por los puntos de una

circunferencia y por los puntos gue estdn en su interior.

Los elementos principales del crculo son el centro Cy el
radio 7. Ademis, si P es un punto que pertenece al circulo,
se cumple que CP = 5 es decir, que la distancia del centro al
punto P siempre es menor o igual que el radio ».

6.1 Regiones en el circulo
En un circulo se pueden determinar las siguientes regiones.

Segmento circular
Es la regidn del circulo limitada por
una cuerda y por el arco de circunfe-
rencia correspondiente.

|

\_/

Sector circular
Es la regién del circulo limitada por
dos radios y por el arco de circunfe-
rencia comprendido entre ellos.

Corona circular
Es la region del plano comprendida en-
tre dos circunferencias concéntricas
(que tienen el mismo centro).

Trapecio circular
Exsla region del plano comprendida en-
tre dos circunferencias concéntricas y
dos radios.
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6.2 Area del circulo

El drea del circulo se calcula mediante |a expresion
A=nmr2

Donde res el radio del circulo.

Para deducir la expresion A = 772, se inscriben en una circunferencia de radio  distin-
tos poligonos regulares, de tal forma que el ndmero de lados 7, de cada poligono, sea
cada vez mayor. Luego, se divide cada poligono regular en » tridngulos como se muestra

a continuacion.

40000

Sila altura de cada tridngulo es / y la medida de cada lado del poligono es &, se tiene que

AN
Ap = "(T)’ )

Donde A4 es el drea de cada poligono. Como el nimero de lados de cada poligono va
aumentando, la expresion né, que corresponde al perimetro del poligono, se aproxima
a la longitud de la circunferendia (nb = 277).

Asi mismo, la altura de cada tridngulo se aproxima al radio de la dircunferencia (/= »),
con lo cual ¢l drea del poligono también se aproxima al drea del circulo (4, = A).

Entonces, se deduce que el drea del dreulo es:

Af:.QLZ')L:“,z

& EJEMPLO w
Calcular el 4rea de un drculo que tiene 18 cm de didmetro.

Primero, se determina el radio 7 del circulo. Como el didmetro es 18 cm, se tiene que
= 9cem.

2r =18 ¢cm
r=9cm

Luego, se remplaza el valor del radio en la expresion que permite calcular el drea del
circulo.

A==n9)? = 81m
Finalmente, se aproxima el drea del dirculo.
A = 81m = 254,47

Por tanto, el drea de un circulo es, aproximadamente, 254,47 cm? si tiene 18 cm de
Ldi:im:tro.

J
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Cémo se deducen las
férmulas para calcular
el drea de un sector y
de una corona clrcular,
a partir de la expreslén
A= el

260 granriiana

6.3 Areas de las regiones circulares « g Eiacewed

Las expresiones para calcular el drea de las regiones circulares se deducen a partir de la
formula del drea del dreulo. Para calcular el drea del semicirculo, del sector dreular, de
la corona dircular y del trapecio circular, se utilizan las siguientes expresiones.

Semicirculo Corona circular

.

r: radio R: radio mayor r: radio menor
2
A== A= (R~ R)
Sector circular Trapecio circular

r: radio a: angulo en grados

A:%.,z

Calcular el 4rea de un sector circular cuyos radios forman un dngulo de 60° y miden
6 cm.

Primero, se identifican las variables. Se tiene que o = 60° y » = 6 cm.

Luego, se remplazan los valores en la expresidn que permite calcular el drea de un sector
circular.

=__6°" . =
A 360 (6 =6

Finalmente, se aproxima el drea. Por tanto, el drea del sector circular es

A= 18,85 cm2
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Afianzo COMPETENCIAS

P Argumento » 6 Propongo «{f} Ejercito - §] Razono - ] Soluciono problemas

() Determina e valor de verdad de las siguientes pro-
posiciones. Explica tu respuesta.
273. El dirculo lo conforman tnicamente el conjunto

de puntos que estin en el interior de la circunfe-
rencia.

274. El drea de un dreulo de radio restd dada por la
expresion A = .

275. Una corona circular es la region comprendida
entre una cuerda y ¢l arco cotrespondiente.

276. Un semicirculo es un segmento circular limitado
por ¢l didgmetro y la semicircunferencia.

.Calculaclémaaproximadadecndadmulo,cncm—
timetros cuadrados, a partir de su radio r o de su
didmetro 4.

277.r=7 cm 281.4= 18 cm

278.r = 8,5 cm 282.4= 21 cm

279.r=19cm 283.4=12,5cm

280.r=0,12m 284.4= 031 m
. Responde.

285. ;Cudl es la diferencia entre el drea de la superficie
verde y ¢l drea de la superficie roja?

286. Si cada lado del cuadrado ABCD mide 16 em y
M, N son puntos medios de los lados CD y BC,
respectivamente, jcudl es el drea de la region
sombreada?

A B

@ Calcula el 4rea de las siguientes regiones circulares.

L e— 290,
287 ,’/ ‘\\ ’,-’/\\. 60" /\
\ S 4
{ .' f \ /,Ism 11
11 mm ] v |
I |
\ /"l /
/' N r4
Nl e
MW WL
/ N\ A
/ \ S 12em
\ ( /\ \
_‘ / \ 120° \" {
\.\ // ‘\'\ /
W - \.\4‘ <l

i ae - 10 em—+ 10 em—
) 297. Escribe el procedimiento para resolver la si-
guiente situacién.

Si el drea de una corona circular es 50 cm? y
uno de los radios mide 3 cm, ;cudl es la medida
del otro radio?

pa—T



. Mivel alto « ’ Nivel medio + ) Nivel bajo

Recursas

Audio
AP imprimibles

(resumen)

Proposiciones légicas

¥ Simboliza la negacién de las siguientes propo-
siciones. Luego, escribe la negacién en lenguaje
natural y determina su valor de verdad.

298. Algunos tridngulos escalenos tienen un par de
lados congruentes.

Negacidn:
Valor de verdad:

299. Todos los rectingulos son paralelogramos.

Negacidn:

Valor de verdad:

Teoria de |a demostracion
* Escribe ¢l siguiente teorema de la forma p = 4.
Luego, escribe su contrarreciproca.

300. Dadas dos rectas que se intersectan, hay exacta-
mente un plano que las contiene.

2=
b AL
301. Completa la demostracion del siguiente teorema:
Hipotesis: AC = BC
CD = CE
les mediatriz de AB
Tesis: AADC = ABEC
Proposicién Justificacién
| AC = BC Hipétesis
[ es mediatriz de AB .
| X CAB= < CBA
| %.CDE= 4 CED

E
J
E
R
C
i
C
i
O
S
P
A
R
A
R
E
P
A
S
A
R

Son suplementos de

angulos congruentes
AP = BP
DpP = EP
AD = BE
AADC= ABEC

-
® Resuclve:

302. Demuestra el teorema anterior en tu cuaderno sin G
la hipdtesis: “f es mediatriz de AB”.

303. Dibuja un poligono que sirva como contrae-
jemplo para refutar la siguiente proposicion:
“todo pentigono que tenga dos dngulos internos

TECLOS €5 convexo .

f

)

|l

Razones y proporciones

¥ 304, Calculax + y,si 4 || £ & 4.

n_n

3/ | 2x-2
—
Iy | [
4) | 2x+ 2
|
' r
3 [} [
vy | 3x—-1

9 Calcula el valor de x en cada caso, si DE | AC.

305. ¢ 306. B
"~ 20
13 = 20
\E
{ D E
24 11
s = €&
412 p « B A c
.Complcta.

307. En dos tridngulos semejantes se verifica que la c’
proporcién de sus lados es de 1 a 3. Sila suma de
ambas dreas es 15 cm? ¢l drea en cada uno es. ..

0
i

Il

I

1
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Semejanza

¥ Halla las medidas de los lados y de los 4ngulos que
hacen falta teniendo en cuenta que

AABC ~ APRQ.
308. c 309.

Q
// T
24° .
i d R

¥ 310. Calcula la razén entre el drea del AADE
y ¢l drea del trapecio BCDE, si DE | CB,
AD =2 cm y AC= 8 em.

Hiporesis: £
C
o
B
@ L y responde.

AE 1 AB,
312. El cuadrilitero PQRSesun S ___R

9 311 Lee la hipotesis y la tesis. Luego, realiza la
BCLAB y
ED L AC
trapecio tal que SR || PQ. 18‘."' 2%
Si sen{P=—;,gcua'lcsel !

demostracion en tu cuaderno.
Tesis: AADE ~ AABC
valor de sen Q2 - Q

313. E.nclpata]c]o oABCD
se cumple que BDJ.AB Si
AB=10cmytan €A = 1,
seudl es el drea de ABCD? /

Circunferencia

Y 314.Lee y completa.
El radio de las circunfe-

rencias CUyos centros son

Ay Bmide 16 cm.
CD =24 cm
AB =

@ 315. Calcula Ia medida del radio de la circunfeten-
cia, 5i es tangente a los tres lados del AABC.

316. Enlaaigcﬁenneﬁgum';fé es tangente en A y
en B, a las circunferencias de centros O y O,
respectivamente. Halla la distancia entre Oy O'.

Circulo

¥ Calcula ¢ drea de la regién coloreada de azul en
cada caso.

317.pr r_ 318. A4 ]

|

0em F

/9

Q—— 10 cn—— § E D“/

Fes el centro de AE -
Ces el centro BD

wa | 263




Desde un punto Cun piloto observa un punto Aa 7 km
en el cual inicia la pista de aterrizaje como se muestra
en la figura.

JA qué altura en relacion con la pista del aeropuerto
esta el avion?

| Comprende el problema.
:Cuil es la pregunta del problema?
A qué altura en relacion con la pista del acropuerto estd el avion?

¢Cules son los datos del problema?
La distancia desde un punto C en el aire, hasta un punto A en tierra es 7 km.
Elidngulo €BCA es 45°.

Elabora un plan y llévalo a cabo.

Primero, se determina qué dato es el que se debe hallar con relacién a la figura. En este caso, lo que se
quiere hallar es la distancia x desde Chasta B.

Segundo, se determina cudles datos del eridngulo son los que se tienen y cudl es el que se va hallar.
Se tienen la hipotenusa y el dngulo adyacente al lado CBy se debe hallar el lado adyacente al dngulo de 45°,

Finalmente, se calcula ¢l lado adyacente conociendo los otros datos, mediante la razén trigonométrica
del coseno, asi:

cos 45° = -’-,;- Sa plantes '3 razon.

x= 7 cos 45° Sedespsjax

e 2
2

x= 495 Sa rezlizan operaciones.

Verifica la respuesta.

Se verifica que las operaciones se hayan realizado correctamente.
Luego, se tiene que el avién estd a 4,95 km de la pista del aeropuerro.




Resuelve. 322. Siundirbol de 1,8 m de altura proyecta una sombra
319. Johanna quiere calcular la altura de su casa a parti de 1,2 m de longitud, jeudl es la altura de un mdstil

de la proyeccion d brayladel de bandera que a la misma hora proyecta una
se u:tfcsu'a cnoI: si;s;:: ﬁgr::a. ST sombra de 5,5 m de longitud?

:Cudl es la aleura de la casa?

. Un carpintero disefié la siguiente estructura en ma-
dera como soporte para el tejado de una casa, que
estd conformada por seis vigas. ;Cudntos metros en

total tienen las seis vigas de madera?
;Cuil es la longitud de los cables que sostienen la

/ \ antena?
5m 5m

. Un artesano elabora portavasos

como el que se muestra en la

imagen y los vende en juegos
inm ém de seis. Calcula la cantidad de
— material necesario para elaborar

cada juego de portavasos.

. Un turista ubicado a 60 m de la base de la Torre Ei-
ffel observa su parte mis alta con un dngulo de ele- . Una placa de acero rectan-

vacién de 80°. ;Cudl es la altura aproximada de la gular de 60 cm por 30 cm
torte? se utiliza para elaborar aran-

delas con las dimensiones que
se muestran en la imagen.
jQué drea, en centimetros
cuadrados, de la placa seri
utilizada para elaborar las arandelas?




ara qué me sirve?

..Para comprender la construccion

de tuneles en ingenieria civil.

En nuestro pais las formaciones rocosas y las cordilleras
que lo atraviesan conforman ¢l 33% del territorio, ya
que este CUenta con un gran sistema montafoso andino
formado por las tres cordilleras y los valles interandinos
que lo rodean. Por esta razon, la comunicacion terrestre
entre ciudades se hace dificil. Para ello, los ingenieros,
en los dltimos anos, han decidido construir diferentes
tineles en el territorio nacional.

Existen tineles como ¢l de Buena Vista-Misael Pastrana
Borrero con una longitud de 4.560 m, que une las ciu-
dades de Villavicencio y Bogotd, o ¢l téinel Sumapaz, con
una longitud de 4.173 m, que une las ciudades de Bo-
goti y Melgar. También existen proyectos como el tinel
de La Linea que, con una longitud total de 8.600 m,
pretende atravesar la cordillera Central convirtiéndose
en el tinel mids largo construido en el pais.

Uno de los problemas de la construccién de tineles
radica en que la excavacion que se hace en un punto fi-
nalice satisfactoriamente donde se desea. Este problema
se puede resolver aplicando la semejanza de tridngulos
como se muestra en los siguientes pasos:

Primero, se hace un esquema mostrando el punto inicial
del tiinel A y el punto final B, desde una vista superior
como se ohserva en la figura 1.

Luego, se traza una linea poligonal ACDEB teniendo
en cuenta que los dngulos C, Dy E'son rectos. Ademis,
se trazan lineas paralelas a CD y DE que pasen por los
puntos A y B, y que se intersequen en el punto 77 De
esta manera se forma un tri:ingulo rcct:ingulu como se
muestra en la figura 2.

Figura 1.

Cb

Galerla de
imdgenes

Finalmente, se prolonga el AB de tal forma que se in-
terseque con DE y DC en los puntos By y A, respec-
tivamente. De esta manera se forman cuatro tridngulos
semejantes como se muestra en la figura 3.

Conociendo las medidas de BA, AC, CD, DE y BE
se pueden hallar las longitudes x y % y asi conocer la
ubicacién exacta de los puntos A, y B). Siguiendo en
linea recta la trayectoria 44 y BB se logra cavar co-
rrectamente para que la salida del tinel sea en el lugar

deseado.

1. En una hoja milimetrada, realiza la construccién
geométrica a escala de los tridngulos semejantes para
realizar un tinel de 4.500 m de longitud.

2. Para el tinel de La Linea se construyen las lineas
poligonales cuyas medidas son AC = 1.000 m,
CD = 8.728,6 m; DE = 3.500 m; £B = 500 m y
A,B, =13.000 m.

a. Realiza la construccién geométrica a escala,
b. Calcula el valor de x y de »

3. Algunos de los tineles no van necesariamente en

linea recta desde el inicio hasta el final.

a. éEl andlisis de tri:ingu]os semejantes, pucdc Ser vi-
lido para la construccion de estos tineles? Explica
tu respuesta.

b. ;Cémo se padria plantear la relacion de tridngulos
semejantes para este caso?



..También sirve para comprender las dimensiones
de algunas estructuras arquitectonicas. .

La divina proporcién o proporcion durea es una pro-
porcién numérica especifica que se utiliza para describir
matemdticamente estindares de belleza a partir de la
geometria. Esta proporcion estd dada por la expresién:
A_A+ B
B A
Donde A y B son las medidas de diferentes segmentos,
tales que A > B. Cuando se resuelve la ecuacion para
B = 1 se obtiene la siguiente expresion:
[
o 1B Las gistancias
b =""5"" = 1,618034... entre las espiras de
la concha del noutiius
cumplen la proparcién durea.

Donde ¢ es conocido como el ndmero dureo, ¢l cual se
encuentra en muchas relaciones de la naturaleza, como
en la proporcién de abejas macho y hembra que hay
en un panal y la disposicién de los péealos en una flor.
En arquitectura, se disefian espacios proporcionales con
el cuerpo humano a partir de trigngulos y rectingulos
dureos. Un rectingulo dureo es aquel en el que el ancho

y el largo cumplen la proporcion durea. Muchas obras A P B
arquitectonicas se han disefiado con base en rectdn- P B i i

s dureos, tales como el Partendn de Atenas v el Arco I Largo |
B ) | st —]

del Triunfo de Constantino en Roma.

Para construir un rectingulo dureo se trazan dos seg-
mentos perpendiculares cuyas medidas sean iguales
al ancho del rectingulo y se unen dos de sus puntos
extremos para formar un segmento AB. Luego, se cons-
truye el largo del rectingulo a partir del segmento AB
y de la mitad del ancho como se muestra en la figura

de la derecha. Rectingulo dureo

1. Busca elementos en tu casa o colegio que conserven 3. Construye los rectingulos dureos cuyos anchos son
la proporcién durea. 3cm,5cmy7 cm.

2. La distancia entre los pilares de 4. Si necesitaras discfiar una ventana rectangular para
la Torre Eiffel es 100 metros y tu casa, de tal forma que cumpliera la proporcion

constitnye el ancho de un rectin- durea, jcudles podrian ser las medidas del ancho y
gulo durco. Si se colocan dos rec- del largo?

tingulos dureos con este mismo

ancho se logra la altura total de 5. En el mundo, muchos artistas, especialmente pin-
la torre como se muestra en la tores, han trabajado la proporcion durca. Averigua
figura. ;Cudl es la altura aproxi- dos obras artisticas que tengan la proporcion durea.
mada de la Torre Eiffel?
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Trabaja con GeoGebra

Concepto: un lugar geométrico es el conjunto de puntos que cumplen una determinada propiedad, Iz cual se

Objetivo: aplicar el concepto de circunferencias tangentes en la construccion de lugares geométricos.

define en términos de la distancia a puntos, rectas, circunferencias o en términos del valor de un dngulo. Por
ejemplo, la epicicloide es el lugar geométrico que describe un punto de una circunferencia al girar en el exterior

de otra circunferencia de radio fijo.

€ En el cuadro Entrada ingresa uno por uno los
siguientes datos:

(10,0) Se define el punto A.
(11,0 Se define el punto B.

3 Sedefine el nimeroa = 3.
1 Sedefineelndmero b = 1.
1 Se define el ndmeroc = 1.

-

O 43 D P = O

@ Activa la herramienta Circunferencia dados
su Centro y Radio para trazar una circunfe-
rencia con centro A y radio a. Luego, selecciona
Nuevo punto, para ubicar el punto C en esta
circunferencia.

WAL iy PR

(T 9 S P = pf . i

© Haz clic en los botones que aparecen en la
parte izquierda de g, b y ¢ para que aparezcan
los deslizadores correspondientes a cada nu-
mero. Luego, haz clic derecho en el deslizador
ay elige Propiedades; escribe 0 en miny 6 en
max para configurarlo en el intervalo [0, 6].
Realiza el mismo procedimiento para confi-
gurar los deslizadores de b y de c en los inter-
valos [—3, 3] y [0, 6], respectivamente.

pe—

QT 2 i e e — :

o Traza dos circunferencias con centro en A, una
conradioa + bylaotraconradioa + b + c.
Puedes dar color azul a la circunferencia de
radio a + b, haciendo clic derecho sobre ella,
eliges Propiedades y luego Color y Estilo.

e e g
R s Ly PR O T — |

! 3
IS T I T

{ O

-



© Activa la herramienta Semirrecta que pasa
por dos puntos para trazar la semirrecta AC.
Luego, selecciona Interseccion de dos objetos
para ubicar el punto de interseccion D entre la
circunferenciade radioa + b + cy AC.

¥ ol Subssascy

) Traza una circunferencia con centro en C y
radio abs (b). Luego, selecciona la herramienta
Angulo y haz clic en los puntos B, A, C, para
definir el angulo BAC.

Faal Te sl e of

® Activa la herramienta Rota objeto en torno
a punto, el Angulo indicado y haz clic en el
punto D y en seguida en el punto C. Luego,
escribe en angulo 3w y aparecera el punto D',
el cual indica la rotacién del punto D.

© Activa la herramienta Lugar Geométrico.
Luego, haz clic en el punto D"y en seguida en
el punto C, para determinar el lugar geomé-
trico que genera el punto D' cuando se mueve
el punto C.

B
m ™ - -
B
——
S
E'?P’
=

g
o vy
o
B

-

ey

Ay
e

¥ sy y T o

© Haz clic derecho en el lugar geométrico, elige
Propiedades y colorea de rojo. Luego, desa-
parece los ejes haciendo clic en Vista - Ejes y
desaparece otros elementos para observarlo
con claridad.

"l Y §

€T Mueve los puntos de los deslizadores de tal
forma que a = 6, b = 21,5 y ¢ = 3. Luego, ob-
serva la epicicloide que se forma.

- S




Estandares: pensamientos espacial
y métrico

< Tu plan de trabajo...

= Conocer cudles son los cuerpos redondos
y determinar algunas medidas como su drea
y su volumen.

bed

Identificar los poliedros y sus elementes. Calcular
algunas medidas coma su area y su volumen.

# Conocer otros cuerpos geométricos el tronco de
cono, el tronco de pirdmide y sus elementos.

Libromedia €3

Evaluaciones:

7 De desempefo v Prueba PISA
Q 2 Multimedia 1 Audios
a 1 Galerias @ 6 Imprimibles
E 6 Actividades = 3 Enlaces web

£

sabes...

. Escribe el nombre de los sdlidos
que conforman el siguiente cuerpo £l
geométrico.

. Determina cudles cuerpos geomeétricos se pueden

formar con las siguientes plantillas.




© Cronologia de los cuerpos geométricos

Egipte. Aparece la estructura
de pledra més antigua del mundo: Egipte. B papiro Moscti
la pirémide muestra cémo calcular el

\\' Y esto que vas a aprender,
ipara qué te sirve?

..Para conocer como

el concepto de la esfera
se aplica en la fabricacion
de una pelota.

La pelota de cuero fue inventada en el siglo IV antes
de Cristo por Fu Hi, un gobernante de la antigua
China quien formd un sdlido parecido a una esfera
con raices duras cubiertas con cuero crudo. En la
actualidad, una gran cantidad de deportes se prac-
tican con una pelota, la cual puede estar hecha de
diferentes materiales y cuya forma, en la mayoria de
los casos, se asemeja a la de una esfera.

% Lee mas acerca de este tema en la pagina 290.




La Torre inclinada de Pisa

es una construccién en
farma de cilindro que tiene
apraximadamente 56 m de
alto, 15,5 m de didmetro
exteriory 7.4 m de didmetro
interior. Fue construida entre
73y 1372,

Recuerda que...

£l rectingulo que aparece
en el desarrolic de un ci-

lindro corespende 3 su
cara lateral.

272| gusrasann

1. Cuerpos redondos < [ .fm,

Un cuerpo redondo es un solido limitado por superficies curvas o por superficies curvas
v planas. Los principales cuerpos redondos son ¢l cilindro, el cono y la esfera.

1.1 Cilindro

Un cilindro es un sélido limitado por dos caras circulares y por una superficie
curva. La superficie curva se denomina cara lateral y las dos caras circulares se
denominan bases.

En ¢l desarrollo de un cilindro aparecen las dos bases de radio ry un rectingulo cuyo
ancho es la altura del cilindro (4) y el largo es la longitud de la circunferencia de la base
(2177).

if

En un cilindro se pueden calcular las siguientes medidas:

Area lateral: es el drea del rectingulo que aparece en el desarrollo del cilindro. Estd dada
por la expresion A, = (27r) - A

Area total: es la suma del drea lateral y el drea de las dos bases del cilindro. Estd dada por
la expresion Ay = A; + 24, = (2%0) - b+ 2wt = (2m0(h + ).

Volumen: es el producto del drea de una de las bases por la altura del cilindro. Estd dado
por la expresion V= Ag-h =1« h.

AZEED)

Calcular el drea total y el volumen de un cilindro cuyo radio de la base mide 6 cm y
cuya altura es 0,12 m.

Primero, se expresan el radio y la altura en la misma unidad de medida. Asi, » = 6 cm
yh =12 cm.

Luego, se remplazan los valores en las expresiones que permiten calcular el drea total y
el volumen del cilindro.

Ar= 2mn0(h + 9 = 2m(6)(12 + 6) = 216w
V=mrl-bh=m6)212
V= 432%x

Finalmente, se aproximan los valores del drea total y el volumen. Por tanto, se tiene que

3 Ar= 678,58 cm?y V= 1.357,17 cm®.

\




1.2 Cono il

Un cono es un cuerpe redondo limitado por una superficie curva y por una cara

plana circular.

Los elementos de un cono se pueden observar en la ilustracién.

mediante la expresion A, = g

£ SR Tt CATD 5
V'rrsAB}rrrS-rrr h.

Estandares Pensamientos espacial y métrico !'

Las conos tienen muches
usas, por ejemplo, este gormo
de pifiata.

En un cono se pueden determinar las siguientes medidas:

Area lateral: s el drea del sector circular que aparece en el desarrollo del cono. Se calcula

Area total: es la suma del drea lateral y del drea de la base. Se calcula mediante la expre-

sion Ay = A, + Ay = g + R = wrg + ).

Volumen: es un tercio del drea de la base por la altura. Se caleula mediante la expresion

-

1. Calcular el drea lateral, el drea total y el volumen del

siguiente cono.

5m

\

Comor=3m, h=4myg=5 m, se realizan los si-
guientes pasos:

Ay = w(3)5) = 157 Se calowta el drea lateral.

Ar=w@)5 + 3) = 247  Secaloulael ez wtal

Var —; 1r(3)2- (4) 1277 Se calcula el volumen,

Luego, se aproximan los resultados. Por tanto, se tene
que el drea lateral es 47,12 m2, el drea toral es 75,4 m2y
¢l volumen es 37,7 m3.

2. Hallar el volumen del siguiente cono, teniendo en
cuenta que el drea lateral es 0,19 m2.

X

40 ¢m

N\

Se tiene que la generatriz g es igual a 40 em que equivalen
a 0,4 m y que el drea lateral A; es 0,19 m2. Luego, se
realizan los siguientes pasos:

A __019 Se halla el radio
r= = ==0,15

g w(0.4) de Iz base.
h=(0,42 —(0,152 =037 S halla fa alwre.
V-t m(0,1572- (0.37)m 0.008717 = @E

3 VOTUImRN.

Finalmente, ¢l volumen del cono es aproximadamente
0,008717 m?, que equivalen a 8.717 cm?.

J
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) interpreto « (P Argumento -8 Propongo -‘ Ejercito ° Soluciono problemas

Afianzo COMPETENCIAS
(1) Responde las preguntas a partir de las siguientes
imdgenes.
1. Siel radio de la base del cono es igual al radio de

las bases del cilindro, ;qué fraccion del volumen
del cilindro es igual al volumen del cono?

2. Siel radio de la base del cono es el doble del radio
de las bases del cilindro, y la generatriz del cono es
igual 2 41 em, jcudl es el drea total del cilindro?

@ Calcula ol érea lateral, e érea total y el volumen de
cada cilindro, a partir del radio » y de la altura 4.

r=3cm; b= 8cm
r=5cm b= 10cm
r=04mb=075m
r=2mh=05m
r=80ecm; A=22m

il ol ol

r=02m; b= 70cm

@ Calcula el drea lateral, e drea total y el volumen de
los siguientes conos.

(3! Responde.
13.5i el radio de un cono disminuye el 50%, jen
qué porcentaje disminuye el drea lateral?

14. §i ¢l radio de un dlindro aumenta ¢l 20%, jen
qllé pnroentajc aumcntara' su \’(Jlmneﬂ?

°Ruuclw: los ejercicios 15 y 16 de acuerdo con la
siguiente informacion.

Un cilindro de radio » tiene
una altura de 17,5 em y estd
inscrito en un cono de 35
cm de altura, cuya generatriz
mide 37 cm.

15. Calcula el drea total del cilindro.
16. Halla la diferencia entre el volumen del cono y el

volumen del dlindro.
€ Determina el drea total y el volumen de los si-
guientes cuerpos.
17. 18.

6om

9%em o

8 15. Lee y resuche.

El recipiente metilico que se l
muestra en la fotografia contiene

pintura. Si 1.000 ecm? equivalen 25 cm
a un litro, jcudntos litros de pin- l
tura contiene el recipiente?

= 20 em—

5 20. Escribe ¢l primer paso para resolver la siguiente
situacién.

Santiago quiere hacer 10 gorros de pifata de 14
cm de didmetro y 24 em de altura cada uno. Si uti-
liza un pliego de cartulina de 70 em por 100 cm
para hacer los 10 gorros, aproximadamente,
seudntos centimetros cuadrados del pliego de
cartulina le sobran a Santiago?



Estandares Pensamientos espacial y métrico

1.3 Esfera -y

Una esfera es un cuerpo redondo limitado selo por una superficie curva cuyos
puntos equidistan de un punto fijo llamado centro.

La distancia del centro C 2 un punto P /
de la superficie de la esfera se denomina
radio, y la interseccion entre la esfera y
¢l plano que contiene al centro se deno-
mina circulo méximo.

Para hallar el drea de la superficie de la esfera de una forma prictica no rigurosa, se rea-

lizan los siguientes pasos:

# Primero, se enrolla una pita desde el punto P, de tal forma que cubra toda la superficie
de la semiesfera.

# Luego, se mide la longitud de la piea utilizada.

% Finalmente, se enrollala pita en forma de espiral desde el centro C del dreulo madximo
y se mide.

Al comparar las medidas se puede observar que Ia longitud de la pita utilizada para cu-
brir la superficie del circulo mdximo, es ¢l doble de la longitud de la pita que se utilizd
para cubrir la superficie de la semiesfera. Por tanto, si 72 es ¢l drea del circulo méximo,
entonces, ¢l drea de la superficie de la semiesfera s A = 272, de donde se deduce que
el drea total de la superficie de la esfera es Ay = dmrd

EJEMPLOS

El Spaceship Earth de
Epcot es una estructura
en forma de esfera, que
esta construida a partir de
tetraedros. Pertenece a

uno de los parques de Walt
Disney en Orlando, Florida.
Mide 50 m de didmetra.

~
1. Calcular el 4rea de la superficie de una esfera de dos 2. Hallar el radio de una esfera, si el drea de su super-
metros de radio. ficie es 113 cm?.
Se realizan los siguientes pasos: Primero, se remplaza el drea de la superficie de la esfera.
Ar = 4m(2)?  Seremplaza el radi. 113 = 42
Ar = 4m(4)  Seclew & cuadiada. Luego, se despeja el radio.
Ar= 167 Sa efectiian las operadones, o \" 113
Ar=5027 Seapudmael dree. 4w
< Finalmente, se simplifica, con lo cual se obtiene que la
Por' tanto, la superficie de una esfct:; de dos metros de nedida ded mdic &, aproximadaments, 3 cn.
L radio es, aproximadamente, 50,27 m™. )
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Historia de

las mateméticas
La esfera
en la Antigliedad

p

=

En el libro Xl de Los ele-
mentos, Euclides {325-265
a.C) definié la esfera como
un sélido de revolucién
gue se genera haciendo
girar un semicfrcule alre-
dedor de su didmetro.

Tiempo después, Arqui-
medes {287-212 a. C) des-
cubrid que el volumen de
una esfera es exactamente
daos tercios del volumen del

(lllndm crcunscrito.

Recurso
Iimprimible

276| grevniisns

Volumen de una esfera @ A
Para deducir la expresién que permite caleular el volumen de una esfera, se realizan los

siguientes pasos:

Primero, se construyen z pirimides triangulares congruentes, de tal forma que sus vér-
tices coincidan con el centro de la esfera.

Segundo, se calcula la suma de los voldmenes de las pinimides.
S =—; Ag b +% Ag bt +—; Ag, b Dondedb es la aliura de cada pirdmide.
Luego, se factoriza,
$=-;- h-(Ag + Ag, +...+ Ag )

Finalmente, se relaciona la suma de los voldmenes de las pirdmides con ¢l volumen de
la esfera. Si se aumenta el niimero de pirimides congruentes, la suma de las dreas de las
bases de las pirimides tiende a ser igual al drea de la superficie de la esfera. Asi mismo,
la altura de cada pirimide se aproxima al radio de la esfera. Por tanto, el volumen de la
esfera es:

V=tr-tmm g md
El volumen V de una esfera de radio r se calcula mediante la expresion:

V=—43'-11r3

Calcular el volumen de una esfera de 14 cm de didmetro.

Primero, se halla la medida del radio. Como ¢l didmetro es de 14 em, el radio equivale
a7 cm.

Luego, se remplaza el radio en la expresion que permite caleular el volumen y se realizan
las operaciones.

= w— AT 3 = ——

Finalmente, el volumen de la esfera es, aproximadamente, 1.436,75 cm?.




Estandares Pensamientos espacial y métrico

Afianzo COMPETENCIAS

ﬂ interpreto « (@ Ejercito « . Razono -« ° Soluciono problemas

0 Responde.
21. ;Qué es una esfera?

22. ;Cuiles son las expresiones que permiten calcular
el drea de la superficie de una esfera y su volumen?

. Calcula el drea de la superficie de cada esfera a partir
de su radio 7.

23. r=3cm 26. r=11m

24, r=8cm 27.r=24m

25. r=12cm 28. r=0,015m
@ Calcula el volumen de las siguientes esferas.

29. g 30.

volumen.

Responde.
33. Si el radio de una esfera mide 0,3 m, ;cudl es el

drea de la superficie de la esfera en centimetros
cuadrados?

34. Si el drea de la superficie de una esfera equivale a
36m cm?, ;cuintos metros mide el didmetro de la
esfera?

35. Si el volumen de una esfera es 9721 em?, jeudl
es el drea de la superficie de la esfera en metros
cuadrados?

36. Si el drea de la superficie de una esfera corres-

ponde a 6767 m2, ;cuil es el volumen de la esfera
en centimetros cabicos?

Q Resuclve.

37. Una esfera se inscribe en
un cubo de arista », como
se muestra en la figura.
:Cuil es la diferencia entre
el volumen del cubo y el
volumen de la esfera?

38. Halla la expresion que permite caleular el vo-
lumen de una esfera circunscrita en un cubo de
arista 4.

39. Halla el volumen y el
irea de la superficie
del siguiente cuerpo
geométrico.

aRupondclasprcgnntuMylil de acuerdo con la

siguiente informacién.

En un recipiente cilindrico se colocan

cuatro pelotas de tenis como se muestra en

la figura. Si cada pelota tiene un didmetro

aproximado de 67 milimetros:

40. ;Cuil es el volumen de una pelota de
tenis?

41, ;Cuil es el volumen del recipiente
cilindrico en centimetros cibicos?

I.ccyn:sudve.

La Géode es un cinema con
forma de esfera de 36 me-
tros de didmetro, situado en
el parque de la Villette en
Paris. Estd conformado por
una pantalla semiesférica de
26 metros de didmetro.

42, Calcula el volumen aproximado de La Géade.

43. Halla el drea aproximada de la pantalla de Lo
Géode.

gque vi“'euuom

En las siguientes paginas trabajards los poliedros.
Consulta gué es Iz formula de Euler y qué relacion
i tiene con los p‘oliedrps.
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Recuerda que...
Un poligon 5 CONvexo
cuando todos sus angu-
los internos miden me-
nos de 180°.
Un paligono &s concavo
cuanda al menos uno
de sus &ngulos interiores
mide mas de 180°
Un poligono s regular
<i vodas sus lados y todos
sus anqulos tieren 1a mis-
ma medida.

Actividad

2

Averigua si existen palie-
dros céncavos en los que
se cumpla la férmula de

Euler.

Actividad

27 8| grasissnn

Ampliaddn
multimedia

2. Poliedros < [ mcews

Un poliedro es un cuerpo geométrico limitado por cuatro o mas poligonos no
coplanares, denominados caras. Los lados y vértices de las caras son, respectiva-
mente, las aristas y los vértices del poliedro.

Los poliedros pueden ser convexos o concavos. Un poliedro es convexo cuando todas
sus caras son poligonos convexos. En cambio, un poliedro es concavo si alguna de sus
caras es un poligono concavo.

Los poliedros convexos se clasifican a su vez en regulares e irregulares. Un poliedro es
regular si todas sus caras son poligonos regulares congruentes y en cada vértice concurre
el mismo nimero de caras. Por el contrario, un poligono es irregular si sus caras no son
todas congruentes o no concurren ¢l mismo nimero de caras en cada vértice.

Los cinco poliedros regulares son:

Tetraedro Cubo

Octaedro

El desarrollo de un poliedro es la figura plana que, al doblarse, permite obtener nueva-
mente ¢l poliedro original. El desarrollo del poliedro muestra la cantidad de caras que lo
conforman y la forma de cada una de ellas. La siguiente figura muestra el desarrollo del
octaedro. El octaedro tiene ocho caras, las cuales son tridngulos equiliteros congruentes.

En un poliedro convexo (sin orificios ni entrantes) se cumple la formula de Euler, dada
por la expresion:
C+V=A+2

Donde Ces el miimero de caras, Ves ¢l nimero de vértices y A es el nimero de aristas.

Por ejemplo, para verificar que un octaedro cumple la formula de Euler, se realizan los

siguientes pasos:

C+V=A+2 Seplanteals Gerula de Zuler
8+6=12+ 2 Seremplazslacantidad de Garas, deveértices y de arkitas.
14 = 14 Se efectila la suma.



Estandares Pensamientos espacial y métrico [@'

Ampliadén

2.1 Prisma multimedia

Un prisma es un poliedre limitado por dos poligonos congruentes y paralelos
llamados bases y varios paralelogramos llamados caras laterales.

Los prismas se clasifican segiin el poligono que corresponde a sus bases. Por tanto,
hay prismas triangulares, pentagonales, hexagonales, entre otros. Ademds, los prismas
se pueden clasificar en rectos y oblicuos. Un prisma recto es aquel en el que sus caras
laterales son perpendiculares a las bases. En cambio, si las caras laterales no son perpen-
diculares a las bases, ¢l prisma es oblicuo.

Bawe 7 <

Véstice ot | !
|

Base e ﬁ_lr 7 Arista d |
En un prisma se pueden calcular las siguientes medidas:

Area lateral (4,): es la suma de las dreas de las caras laterales, la cual equivale al producto
de la altura del prisma por el perimetro de una de sus bases. Esta dada por la expresidn:

AL = PB' l)
Area total (4;): es la suma del drea de las dos bases y el drea lateral del prisma. Estd dada

por la expresion:

A=A +2- A,

Volumen (V): es ¢l producto del drea de la base por la altura del prisma. Esed dado por
la expresion:
V= Ag s b

Impﬂmlble @ Actividad m Enlace web

lucniﬁmm

iLa sigulente figura puede
ser el desarrello de un pris-
ma? Justifica tu respuesta.

Calcular el drea total y el volumen del siguiente prisma hexagonal.

Primero, se calcula el drea lateral del prisma muldiplicando el ]

perimetro de una de las bases por la altura. s
A=PXh
=36 X 10
=360 .0-6an-1

Segundo, se caleula el drea de la base multiplicando el perimetro por la apotema y
dividiendo entre dos.

. (36) ( / )
Luego, se halla el drea total sumando el drea lateral y el drea de las bases.

Ay + Ap + 24, = 360 + 108y 3 = 547 cm?

Finalmente, se caleula el volumen del prisma multiplicando el drea de la base por la
altura,

V = Agh = (54/ 3)(10) = 540V 3 = 935,3 cm®

EJEMPLOS n

’fnecuerda que...\

Una expresidn que se
aplica para calcular la
apetema de un poligono

ragular es; 4
L (=2
a 2 1an ( n )

Donde L &5 1a medida de
cada lado del poligono ¥

nes el numero de lados.
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Afianzo COMPETENCIAS ) inierpreto - @ Ejercito - @ Razono- @ Soluciono problemas

) Responde las siguientes preguntas. @ Caleula el érea cotal y o volumen de los siguientes
44, ;Cuiles son los elementos de un poliedro? prismas. Ten en cuenta la expresién de la pigina 279
para calcular la apotema de un poligono regular.

45. ;Cémo se dasifican los poliedros?
54, 56. =<
46. ;Qué es un prisma?

3,5
€ Obscrva los siguientes cuerpos geométricos. Luego, %1 las
escribe V, si la proposicién es verdadera o E si es e
30 cm
55. 57.
7,5 cm » 2,4 em
35em B

47. Todos los sdlidos son poliedros. ()

48. Algunos solidos son poliedros concavos. () a Calcular la medida de la arista de cada uno de los

siguientes solidos.
49. El sdlido b es un prisma recto. () S PO P Y AU 6'/'3' ey
50. El sélido d es un prisma pentagonal 59. Un octaedro de rea total 18y'3 cm?.
oblicuo.
feue () 60. Un icosaedro de drea total 20»',-3. em?.
51. Los sélidos b y e no son poliedros. { ) Loy seaoiie.
52. Los solidos a y ¢ son prismas rectos. ()

61. Dos prismas hexagonales tienen la misma base.
Si la razon entre sus alturas es de 2 a 3, ;eudl es la
raz6n entre sus volimenes?

0 ss. Completa el siguiente cuadro. Luego, verifica que
se cumpla la formula de Euler.

62. El volumen de un prisma oblicuo es de 135 em?.

Silaaltura es de 7,5 em, jeudl es el drea de la base?

63. Verifica si el poliedro
formado por un te-
traedro y un octaedro
cumple la férmula de
Euler. Luego, calcula ¢
drea total del poﬁedm.

64. Caleula cuinto mide la arista de un cubo si su
diagonal mide V27 m. Luego, calcula cudnto
mide la diagonal de una de sus caras.

y 65. Calcula ¢l drea de una cara y ¢l drea total de un
octaedro regular cuya arista mide 4 em.

~

€ ." “.Ummjadcbolmsdctéﬂmcfotmadcpdsma
L A rectangular recto de 15 em de largo, 6,5 cm de
ancho y 8 cm de altura,
‘ Caleula el volumen de una de las cajas en las que
\ b 4 ‘ : se empacan las bolsas de té.



Estandares Pensamientos espacial y métrico !'

2.2 Piramide (G socve [ERP v

Una pirdmide es un poliedro limitado por una sola base peligenal y por varias
caras laterales con forma triangular gue tienen un vértice en comun.

Las pirdmides se clasifican segin el poligono de su base en triangulares, cuadradas, pen-
tagonales, entre otras. Ademds, una pirimide puede ser recta u oblicua. Una pirimide
es recta si todas sus caras laterales son tridngulos isdsceles y es oblicua si alguna de sus
caras laterales no es un tridngulo isésceles.

En una pirimide se puede calcular ¢l drea lateral, el drea de la base, ¢l drea toeal y el

volumen.

El drea lateral (4;): es la suma de las dreas de las caras laterales. Por tanto, en una piri-
mide recta, si la base es un poligono regular de 7 lados y A es el drea de una de las caras
laterales, se tiene que:

A]_=RA

El drea total (Ap: es la suma del drea de la base y el drea lateral. Por tanto, si Ag es el
drea de la base se tiene que:
A=A, + A

El volumen (V): es la tercera parte del producto del drea de la base por la altura de la
pirimide. Por tanto, si / es la altura se tiene que:

V="10,h

g EJEMPLOJ

Eementos
de una pirdmide

tCuél es el velumen de la

pirdmide Roja de Egipta?

Observar las dimensiones de la pirdmide Roja de Egipto. Luego,
calcular su drea total.

Primero, se caleula la apotema (@) de una de las caras laterales, apli-
cando el teorema de Pitigoras.

a;+(104,4)2+(-2l282)z 4 =+ 22.834,92 =151,11
Segundo, se calcula la apotema () de otra de las caras laterales.
£+ (104,4) + (2—2;2)z
4, = v 23.164,92 =152,2
Luego, se calculan las dreas de las caras laterales (4, y A2)-

Al = ﬁl‘_(ziz_lé)_ Az = 1‘1.1(_22]_8.’_5_)
4 = (LID-@2LS)  _ (152,2)(218,5)
1 2 2 2
A, =16.735,43 A, = 16.627,85
Finalmente, se calcula el drea lateral (A;), sumando las dreas de las caras laterales.
AL = 2A| o o zAz

= 2(16.735,43) + 2(16.627,85) = 66.726,56
Por tanto, el drea lateral de la pirimide Roja se aproxima a 66.726,56 m?.

-

= 2185 m———— 221,5m
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Afianzo COMPETENCIAS 0 ineerpreto (B Argumento ) propongo -(@ Ejercito () Razono - saluciono problemas

ﬂ Responde.
67. ;Cuil es el nombre de la pirimide que tiene una
base poligonal y siete caras laterales?

68. ;Cémo se calcula el drea lateral de una pirimide,

a partir de su altura y de las dimensiones de su
base?

\3 Determina cudles de las siguientes proposiciones son
verdades y cudles son falsas. Justifica tu respuesta.
69. Todas las caras laterales de cualquier pirimide son

tridngulos rectingulos.

70. El drea lateral de cualquier pirimide se calcula
mediante la expresion A, = 24, donde 7 es ¢
nimero de lados de la base y A el drea de una de

las caras laterales.
71. El volumen de una pirimide se puede calcular
mediante la expresion V' = ; (Ay — Ag)h, don-

de Ay es el drea total, A, el drea lateral v 4 la al-
tura.

72. Todas las pirimides triangulares son tetraedros.

@ Calcula el drea lateral y el volumen de las siguientes
pirdmides.

73. Pirimide de base cuadrada

12 em

74. Pirimide pentagonal regular recea.

282| s

@ Halla el srea total y el volumen de cada pirdmide a
partir de su base y de una de sus caras laterales.

76. Base Cara lateral

A

[ 10em

r'I/ l \}

— 7:-—!

—_— 7m—-

T Base Cara lateral

el 1=

gRealizaloqucsclndia.

78. Escribe una formula para calcular el volumen de
una pirdimide cuadrada cuyas caras laterales son
tridngulos equildteros de lado .

79. Determina la razon entre los volimenes de dos pi-
ramides de base cuadrada cuya altura es la misma.

80. Halla la expresion para calcular el drea lateral del
siguiente octaedro.

La pirimide Cestia es
una pirdmide cuadrada
de estlo egipcio que se
encuentra en Roma. El
lado de su base mide
cerca de 30 metros y su
altura aproximada es de 36,4 metros. Aunque su
estructura interna estd elaborada en ladrillo, la parte
externa estd recubierta de marmol.

81. Calcula ¢l volumen de la pirimide Cestia

82. Determina cudntos metros cuadrados de la pird-
mide Cestia estin recubiertos de marmol.



Estandares R@nsgmigntga,@pg;iq!xmé.tzic_o.

3. Otros cuerpos geométricos < [ER swes

A partir del cono y de la pirimide se pueden definir otros cuerpos geométricos. r— N
Recuerda que...
Un tronco de cona se
3.1 Tronco de cono forma al gifar un trapecio
rectangulo en toina 3 su
Un tronco de conoes la parte de un cono comprendido entre la base y la seccidn altura.

transversal determinada por un plano paralelo a la base.

Los elementos de un tronco de cono son la base mayor de radio &, la base menor de
radio #, la generatriz (g) y la altura (4).

Elementos de un tronco de cono Desarrollo de un tronco de cono

Las expresiones que se utilizan para calcular el drea lateral, el drea total y el volumen de
un tronco de cono son los siguientes:

Area lateral (7 P g -

A=megRtn)| Ar=me RN+ R+A V= 3mhR+ 7+ R
AZEYI) ~
Una empresa fabrica ldmparas para mesas de noche, £ =2+ (2012
de tal forma que el bombillo estd rodeado por una tela &= (30 — 15)2 + (202
dispuesta en forma de tronco de cono. Si las medidas = 225 + 400
de cada limpara son las que se muestran en la siguiente &=
figura, ;cuintos metros cuadrados de tela se emplean en ¢ = 625
la fabricacion de 5 limparas? g=125
Luego, se calcula el drea lateral del tronco de cono que

forma la tela.
Ay = - (25)(30 + 15)
A, = m(25)(45)
A= 11257
Ar=3.5343
Finalmente, se multiplica el drea lateral por 5 para hallar

la cantidad C en centimetros cuadrados, de tela necesaria
en la fabricacion de las cinco limparas.

Por tanto, == 17.671,45 cm?, es deciy, que se emplean
Primero, se halla la medida de la generatriz (g), aplicando aproximadamente 1,77 m? de tela en la fabricacion de
| el teorema de Pitigoras. las 5 limparas.

»
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3.2 Tronco de piramide

Un tronco de piramide es una parte de la pirédmide comprendida entre |3 base y
la seccidn transversal determinada por un plano que interseca las aristas laterales,

El tronco de pirimide tiene una base mayor y otra menor. Sus caras laterales son trapecios

cuya altura corresponde al apotema (4) del tronco de la pirimide. Ademads, la aleura (£)
del tronco de pirimide es la distancia entre las dos bases.

Base menor

Elementos de una pirdmide truncada Desarrollo de una pirimide truncada

Si Py A son el perimetro y el drea de la base mayor, y P’y A’son &l perimetro y el drea
de la base menor, para calcular el drea lateral, el drea total y el volumen de un tronco de
pirdmide se utilizan las siguientes expresiones:

fmie TR i

]

AJ_= P‘;P’d‘ AT=P-£])"¢+A+A'

QEJEMPLO

v=>L(a+ a4 +{4-2)

Calcular la cantidad aproximada de tierra, en centi- A5

metros ciibicos, que cabe en una matera con forma o
de pirdmide truncada de bases cuadradas, como se
muestra en la siguiente figura. i m‘
Primero, se calcula el drea de la base mayor y el drea —
de la base menor.

A=125X 25 = 625 cm? A’ =15 X 15 = 225 cm?
Luego, se halla la altura del tronco de pirdmide, aplicando el teorema de Pirigoras.
b=~ 5]
h=y169—-125 =12
Finalmente, se aplica la formula para caleular el volumen de un tronco de pirdmide.
V=_L(a+a+/1-7)

v+ -]52(620 + 225 + /(625)(225))
V= 4.880

Por tanto, a la matera le caben aproximadamente 4.880 em? de tierra.




Estandares Pensamientos espacial y métrico

Aﬁano COMPETENCI.AS ) interpreto « P Argumento «#9 Propongo @ Ejercito €] Razono €] Soludono problemas

2] Responde.
83. ;Cudntas aristas, vértices y caras laterales tiene un
tronco de pirimide cuyas bases son cuadradas?
84. ;Cuiles figuras geométricas conforman el desa-
rrollo de un tronco de cono 7
\? 85. Explica, con un ejemplo, como se deduce que la
E -; £ » & sirve para calcular ¢l
drea lateral de un tronco de pirimide.

'} Determina con cudles de las siguientes figuras se
forma un tronco de cono al efectuar el giro indicado.

expresion A; =

Justifica tu respuesta.
86. ; 88.
& -;I f -i ;l
j= | N —SiR
87 L 89 |
c

Ha

N/

B Calcula el drea total y ¢l yolumen de los siguientes

cuerpos geométricos.
90. <10 93.
Gc’n;, l“ '--

P& .‘_(:/\ \\:1 em

Resuelve.

96. Halla el drea lateral de un tronco de pirimide
cuya altura es 4 cm y cuyas bases cuadradas
tienen 16 em? y 100 cm? de drea.

97. Calcula el drea total de un tronco de pirdmide
con bases cuadradas si la arista de la base menor
mide 5 em, la de la base mayor mide 8 cm y su
apotema mide 4 cm.

9 Resuclve.

98. En un restaurante se uti-
lizan dos tipos de vasos & :
con forma de tronco de -
cono de tal forma que
los radios correspon-

dientes de las bases son lgua]cs

Escribe la razdn entre los voliimenes de los vasos
1 1 1

si la razdn entre las alturas es 2037 4
99. Escribe dos posibles valores para x y 7. Luego,
calcula el volumen del tronco de pirdmide.

a En el Parque de las Naciones en Lisboa hay una
fuente volcdn de agua con forma de tronco de cono.
Si los radios de las bases miden 0,6 my 1,8 m, y la
altura aproximada es de 4 m, calcula:

100. El drea lateral de la fuente volcin de agua.
101. El volumen de la fuente volcin de agua.

Una empresa fabrica
recipientes en aluminio S 30an
con forma de tronco de
pirdmide con bases cua- S ==
dradas, como se muestra

en la figura,
102. Caleula el volumen de cada recipiente.

103. Si la empresa quiere fabricar 100 recipientes,
jeudntos centimetros cuadrados de aluminio se
necesitan?
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. Nivel alto « ’ Nivel medio « ) Nivel bajo

Recursa Audi
imprimible n.' [mn‘lm

Cuerpos redondos

* Escribe el 4rea total y ¢l volumen de los siguientes
cuerpos geométricos.
106. " S5em

y #

-

12em

<

V=—
% 108. Halla Ia diferencia entre las 4reas totales de
los siguientes cilindros. Luego, determina la

razon entre sus volimenes.

JBnpuUmI PBIPYTY NO=A=AXM-m

9 109. Calcula el drea lateral y el volumen del si-
guiente cono inscrito en un paralelepipedo
de 16 em de lado, si su altura es 8 cm.

@ Completa,

110. Si dl volumen d un cilindro oblicuo es 144 c? (2
y ¢l didmetro de su base mide 12 em, entonces, la
altura del cilindro es

111. Sielvolumendeunaesferaes 2.304m cm?, entonces,
su didmetro mide

112. Siel volumen de un cono es 157 em?y sualtura es c
S cm, entonces, el dreatotal es —

113. Calcula el drea total y el volumen de un cilindro
de 8 em de altura que estid inscrito en un cono
cuya generatriz mide 15 c¢m y cuya altura mide e
12 cm, como se muestra en la siguiente figura.

Y Responde las preguntas 114 y 115 de acuerdo con c —
el siguiente enunciado.
En un dlindro se triplican simultineamente el radio
de su base y su altura.

114. ;En qué porcentaje aumenta su drea total?

115. ;En qué porcentaje aumenta su volumen?

9 116. Determina el volumen de la siguiente figu-
ra, teniendo en cuenta que la razén entre c____
la altura de la figura completa y la altura de la

seccion conica es 2:1.

5 cm
=

25 em




Estandares Pensamientos espacial y métrico

Poliedros

¥ Calcula el drea total y el volumen de los siguientes
prismas.

117. 118. '_ 15'._'

Ar=_

® 119. Calculs el drea total y el volumen de Ia piré-
mide a partir de su desarrollo.

I&sﬁ
-

85
L

}

12 cm

¥

®) 120. Cakcula ¢ drea total y  volumen de la si-
guiente pirimide hexagonal.

ap = 24 3 cm

Y 121. Cakcula la diferencia entre o volumen de la
pirdmide y el volumen del prisma si sus bases

son poligonos regulares.
Area base del prisma: 144 cm?.
Area base de la piramide: 216 cm?.

A

h 12 e¢m

@ Sobre cada cara de un cubo de 5 cm de arista se
pega una pirdmide de base cuadrada cuya altura
es igual a la arista del cubo y cuya base coincide
exactamente con la cara del cubo.

122, ;Cudl es ¢l drea total del poliedro que se forma?

Otros cuerpos geométricos

% 123. Halla el volumen del tronco de pirmide si sus
bases son cuadrados.

B

9 124. Calcula el 4realateral y el volumen del tronco
de cono que se origina al hacer girar el si-

guiente trapecio rectingulo.
" 3em

4cm

5cm

€ Un tronco de pirdmide estd hecho de vidrio y tiene
las dimensiones que se muestran en la siguiente

figura.
125. Calcula la masa del tronco de pirimide si 1 cm?®
de vidrio tiene una masa de 2,5 gramos.

A
6 cm

8an
| D
E 12 em F
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PROBLEMAS PARA REPASAR

El radar Don-2N es un radar multifuncional ubicado
en Pushkino (region de Moscd), el cual tiene forma
de pirdmide truncada. Sus bases tienen aproxima-
damente 130 m y 96 m de lado v su altura es de 47
m. En cada cara lateral tiene una antena circular de
16 m de didmetro.

Sise quiere cubrir las caras laterales del radar Don-
2N con un material especial, sin cubrir las antenas,
jcuantos metros cuadrados de este material se
requieren?

Comprender el problema.

:Cuil es la pregunta del problema?
;Cudntos metros cuadrados de material se requieren para cubrir las caras laterales con excepcion de las

antenas?

:Cuiles son los datos del problemas?

El radar Don-2N tiene forma de tronco de pirimide con bases cuadradas cuyas medidas son 130 m y
96 m de lado y 47 m de altura,

Elabora un plan y llévalo a cabo.

Primero, se realiza un dibujo con los datos que sirvan como
guia para resolver el problema.

Segundo, se halla la apotema (4) del tronco de pirdmide.
& = (65 — 48) + (47)2
al = 2.498
a = 49,97
Tercero, se aplica la expresidn para caleular el drea del tronco de pirdmide.

A = P-';P"a,dondepyp' son los perimetros de las bases.

A+ (?.&}3&‘_5)(49, 97) = 22.586,44

Luego, se calcula el drea (4) de una de las antenas circulares.
A=nr
A= w82
A= 201,06 m?
Finalmente, se le resta al drea lateral el drea de las cuatro antenas circulares,

= A; — 44 donde Ces la cantidad de material.
C = 22.586,44 — 804,24 = 21.782,2

Verifica y redacta tu respuesta.

Se verifican las operaciones. Luego, se tiene que la cantidad de material necesario para cubrir las caras
laterales del radar Don-2N, con excepcién de las antenas, es aproximadamente de 21.782,2 m2.




126. Completa. El volumen del radar Don-2N es
aproximadamente .

Responde las preguntas 127 y 128 de acuerdo con la
siguiente informacién.

La cipula del Planetario Dis-

trital de Bogotd tene 23 me-

tros de didmetro.

127. ;Cuil es el volumen de
la cipula?

128. Supdn que se quiere pintar la cipula del planetario,
seudntos litros de pintura se necesitan? (Ten en
cuenta que para pintar 1 em? se necesita 1 mL.)

Responde las preguntas 129 y 130 de acuerdo con el
siguiente enunciado.

Una fibrica tiene un tanque de agua que puede alma-
cenar 600.000 litros de agua, cuyas medidas se muestran

en la figura.

.= 20am

129. ;Cuil es la medida del radio R del tanque?

130. Si 5 galones de pintura cuestan $80.000 y alcanzan
para pintar 10 m?, jcudnto cuesta pintar el tanque
por fuera?

131. Una empresa desea fabricar carpas con las dimen-
siones que se muestra en la figura. Si se cuenta
con 16,56 m? de lona para elaborar toda la carpa,
tapas, base y techo, jeudl debe ser la profundidad
de cada carpa para aprovechar al miximo la lona?

Lee y completa.
La pirimide de Keops tiene una altura de 146 m y una
base cuadrada de 230 m de lado.
132. Su volumen es
133. Su drea lateral es
134. Un vaso tiene forma de tronco
de cono como se muestra en

la figura. Si su capacidad es de
0,47 litros, jcudl es su altura?

Responde las preguntas 135 y 136 de acuerdo con la
siguiente informacién.

Ciertos lingotes tienen

forma de pirimide trun-

cada cuyas medidas aproxi- ' .
madas pueden ser las que ' 1;4/;‘.
se muestran en la figura. -

— K () gt
135. ;Cuil es el volumen del lingote?

136. Supén que se funde una pieza de 30 kg para hacer
lingotes de plata como el de la figura, ;cudntos lin-
gotes de plata se pueden obtener? (Ten en cuenta
que la densidad de la plata es 10,5 gflem?)




&‘ Y esto que agrendi‘ ipara gué me sirve? .

..Para conocer como

el concepto de la esfera
se aplica en la fabricacion
de una pelota.

La pelota de cuero fue inventada en el siglo TV antes de
Cristo por Fu Hi, un gobemnante de la antigua China
quien formd un solido pmcidn a una esfera con raices
duras cubiertas con cuero crudo. En la actualidad, una
gran cantidad de deportes se practican con una pelota,
la cual puede estar hecha de diferentes materiales y
cuya forma, en la mayoria de los casos, se asemeja a la

Galeria de @
Imdgenes

de una esfera.

El tamafio, el material, la textura y la masa de una pelota pueden variar dependiendo
de la intencion o finalidad de cada deporte. Por cjcmplo, las bolas de billar se fabrican
con un compuesto quimico conocido como resina fendlica, el cual permite que la bola
se deslice ficilmente por ¢l pafio de la mesa de billar. El didmetro y la masa de una
bola de billar se supervisan mediante un software. El didmetro se ajusta segin el tipo de
billar, que puede ser billar francés 0 americano. La diferencia entre la masa de dos bolas
de billar no debe ser mayor a 2 gramos para que los golpes que generen sean similares,

En la siguiente tabla se muestran las medidas reglamentarias del didmetro de algunas
pdotas en diferentes dcpurtc.s'.

Bola de bi]l:u; Pelota de ‘ Balon d: 7 Balén Pelota
francés béisbol baloncesto  de fiatbol de tenis
Pelota ‘ l \ .
—_ Q oy v
- —_—
Di:t"?m 6,15 cm 6,9 cm 24 cm 22 cm 6,67 cm
maximo ‘

1. Halla la diferencia entre el volumen de un balén de fiithol y el volumen de una
pelota de béisbol.

. Calcula la diferencia entre el drea de la superficie de un balén de baloncesto y el
drea de la superficie de una pelota de tenis.

o]

3. Supén que un balén de fitthol se asemeja exactamente a una esfera. ;Cudntos
metros cuadrados de cuero se necesitarian para fabricar 8 balones de fisthol?

4. Si la densidad de la resina fenélica es 1,07 g/em?, ;cudl es la masa aproximada que
una bola de billar obtiene de esta resina? (Ten en cuenta que la densidad es igual

a la razén entre la masa y el volumen.)

5. Observa la fotografia. Luego, determina la diferencia entre el volumen de la caja
y la suma de los volimenes de las bolas de billar, sin considerar el grosor de la
madera de la caja. (Ten en cuenta que el didmetro méximo de una bola de billar
pool es 5,71 cm.)
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Trabaja con Poly Pro 1.11

Objetivo: identificar el desarrollo y los elementos de diferentes cuerpos geométricos.

Descripcion: conocer otro tipo de cuerpos geométricos como los sdlidos de Arguimedes y los antiprismas, a
partir de su desarrollo y de su nimero de caras, aristas y vértices.

Para acceder a Poly Pro 1.11, Ingresa y descarga © Cuenta las aristas y los vértices del tetraedro
el programa en poly-pro.softonic.com truncado a partir de su desarrollo.

€ Haz clicen el icono de Poly Pro 1.11, en el meni © En Sélidos de Arquimedes, selecciona la op-

Inicio una vez lo hayas descargado. cion cubo truncado. Puedes cambiarle el color

de las caras haciendo clic sobre los cuadros
rojo y azul que aparecen debajo del nombre
Cubo Truncado.

® Cambiala opcion de Solidos Platdnicos a S6-
lidos de Arquimedes, para observar un te-
traedro truncado. Maximiza la ventana en la
que aparece el tetraedro truncado para que lo e '
puedas observar mejor.

&) A partir del desarrollo del cubo truncado de-
termina su nimero de caras, vértices y aristas.
Luego, calcula su &rea total si su arista mide
8 cm y el apotema de las caras, que son octa-
gonos regulares, mide 9,65 cm.

€ Cuenta el nimero de caras del tetraedro trun-
cado, haciendo clic sobre él y moviéndolo en
cualquier sentido.

@) Determina el desarrollo del tetraedro trun-
cado secuencialmente, deslizando la barra que
aparece en la parte inferior del nombre Te-
traedro Truncado. También puedes obtener
su desarrollo, haciendo clic en el desarrollo del
tetraedro de color amarillo.

0 consulta qué es un antiprisma. Luego, deter-
mina el nimero de caras, aristas y vértices de
un antiprisma cuadrangular y de un antiprisma
pentagonal utilizando Poly Pro 1.11.
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Estadistica y probabilidad

Estandar: pensamiento aleatorio Lo que sabes...
1. Resuelve con base en la siguiente informacion. Las
- Tuplan de trabajo... edades de los invitados que asistieron a una fiesta

de cumpleanios son:

# Determinar los elementos necesarios para

caracterizar una variable cualitativa. 10l 11 ]2 1 T 12 111 12 w' 12' 13

13 1‘2.1111() 10 11 11| 12| 13| 10
12| 11 IZ%IZ 11 12 12| 11| 10| 12

i

Caracterizar dos variables cualitativas.
# Caracterizar una variable cuantitativa.
# Conocer las técnicas de conteo y aplicarlas en
el célculo de 1a probabilidad. a. Elabora una tabla de frecuencias.

. - b. ;Cuantos invitados tienen mas de 11 anos?
"Encuentra en tu (LXEL0YTY » ‘

N c. Qué porcentaje de los invitados tienen edades
J Evaluaciones: menares que 12 anos?

¢ De desempeaio v Prueba Saber < : Fan
3527 T d. ;Cudl es Ia edad promedio de los invitados que

0 5 Mutimedia (RJ 1 Audios asistieran a la fiesta?
1 Galerfas 4 Imprimibles 2. En los cuartos de final de un campeonato de fithol
E 6 Actividades = 3 Enlaces web quedaron ocho equipos gue se disputan las me-

dallas de oro, plata y bronce. ;De cuntas maneras
distintas se pueden repartir estas medallas?



e—
—

w. - ,
© Cronologia de estadistica
y probabilidad
Babllonia. Se utitzan tabilfas

\\' Y esto que vas a aprender, SIS O S

ipara qué te sirve?

..Para disefar juegos para
los parques de diversiones.

;Como se determina si un juego disefado para un
parque de diversiones se puede poner en funciona-
miento?

El ingeniero mecdnico de un parque de diversiones i p los &
$ Jueges eindia
ha disefiado un nuevo juego que debe ser probado 4 s e hood
antes de ponerlo en funcionamiento. resolver problesmas médicos.
24

Para tal prueba se estudiaron datos especificos de
diez individuos gque constituyercn una muestra
(hornbres y mujeres entre 18 y 35 afos) de la pobla-
cidn que frecuenta el pargue.

% |ee mas acerca de este termna en la pagina 330.



suews [ > 1. Andlisis de una variable cualitativa

El objetivo central de la estadistica es el anilisis de datos a partir de la recopilacién y
organizacion de ellos. Esto permite tomar decisiones frente a diversos temas que requiere
una empresa, compafiia o entidad.

Cuando en una poblacion se hace un estudio de gustos o preferencias se dice que se estd
analizando una variable cualitativa en dicha poblacion.

Para analizar una variable cualitativa se hace una caracterizacion de ella. Carac-
terizar una variable tiene como objetivo presentar tablas de frecuencias que
brinden informacion resumida; ademas, presentar diagramas en los cuales se
pueda interpretar dicha informacion y determinar de manera general &l o los
datos de mayor frecuencia.

Asi, ¢l tipo de bebida hidratante que prefieren los deportistas que participan en las ca-
rreras 10K, la marca de harina que prefiere un fabricante de pastas, el género literario
que prefiere un grupo de personas son, entre otras, variables cualitativas.

P . Una variable se caracteriza a partir de una determinada base de daros. Una base de datos
2 Matematicamente es un conjunto de datos especifico, que ha sido recolectado en una poblacién y que se
JQué slgnifica la palabra organiza para su posterior andlisis.
varioble en el contexto de
la estadistlca?

AN

Hay diferentes formas y modelos para conformar bases de datos, por ejemplo:

i Es posible adquirir una gran cantidad de datos comerdiales y econdmicos gracias a or-
ganizaciones especializadas en reunirlos y actualizarlos. Asi, las empresas tienen acceso
a esas fuentes mediante acuerdos de compra de dicha informacion.

# En los dltimos afios, la Internet se ha convertido en una fuente importante de datos.
Casi todas las personas poseen un sitio de Internet al cual tiene acceso el piblico; la
gran mayoria de las personas poseen una cuenta de cortreo electronico o pertenecen a

una determinada comunidad virtual,

EJEMPLO

En una importante empresa exportadora de maquinaria se aplico un estudio para
determinar qué tipo de bebida consumian sus empleados en las horas laborales. El
objetivo de dicho estudio era determinar de qué bebidas deberia surtirse el dispensador
automitico de tal forma que ¢l aprovechamiento del espacio fuera méximo. A conti-

Recuerda que... N nuacion se presentan los resultados obtenidos al tomar una muestra de 50 empleados:

Una muestra €5 un sub- Jugo Jugo Malta Limonada Jugo

conjunto representati‘\;ﬂ Agua Malta Jugo Malea Malta

irde

delapoblaciéna p:artlr o Malea Jugo Jugo Jugo Agua

la cual se pretence rea ;

2ar inferenclas respecta Agua Limonada Jugo Malta Jugo

a la poblacién de donde Uya Jugo Malta Limonada Limonada
procede, Los elementas Uva Jugo Limonada Jugo Malta
seleccionados con clera J Malta Jugo Limonada rua

ticas que Ja hacen ser re- <

presentativa, significativa Jugo Malta Jugo Malta Uva

y confiable. Limonada Jugo Malea Jugo Limonada
N sed® | Caracterizar la variable tipo de bebida.

L. >

24| rassasm



Estandar Pensamiento aIeatorio@

Para caracterizar la variable se utilizan una tabla de distribucion de frecuencias, un dia-
grama de barras y un diagrama circular:

Tabla de distribucién de frecuencias para la variable tipo de bebida

F
Jugo 19 19/50 19 |
Agua | s \ siso | 24 0
Limonada 8 8/50 32 16
\- . * "‘-
Mala 13 13/50 45 % |
Uva s siso |50 0
Total so |1 100 100
2 b, b, y. Y

Limonada Mala  Juge  Agma  Uwa

Diagrama circular para la variable tipo de bebida

Con base en la informacién planteada en la tabla y en las grificas, se puede formular,

entre otras conclusiones, que:

# El jugo es la bebida de mayor preferencia.
# Agua y uva son las bebidas menos preferidas en la poblacién.
# La segunda bebida, en relacién con las preferencias, es malta,

Asi que, al tomar una decision en relacion con el surtido de la mdquina, definitivamente
L la mayoria de las bebidas deben ser jugo.

-

<

Recuerda que...
f: frecuencia absoluta.
fr frecuencia relativa
F: Frecuencia acurnulada
%%: porcentaje.

ey D e =y

1Qué relaclén matemdtica
se utiliza para determinar
los sectores del diagrama
clrcular?

ouanivisas | 295
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Afianzo COMPETENCIAS

€ interpreto - . Razono » . Ejercito

Determina cuatro opciones de respuesta para cada una de las siguientes variables cualitativas.

1.

o W

Calidad en el servicio de una entidad bancaria.
Tipos de salsas para acompatiar las carnes rojas,

Deportes extremos que se practican en Colombia.

Nivel educativo de un aspirante a un cargo administrativo en una empresa.

Lineas de negocio de una fibrica de productos alimenticios a base de maiz.

a Caracteriza las variables planteadas en cada base de datos. Presenta tres conclusiones teniendo en cuenta dicha
caracterizacion.

6. El gerente de un banco ha detectado que en el dltimo mes ha bajado el ndmero de clientes, por esto, realiza una
encuesta a 90 clientes en una de sus sucursales y les pregunta cudl es el aspecto que el banco debe mejorar. Las
respuestas son las siguientes:

Atencion
Cajeros
Horarios
Servicio
Atencidn
Atencion
Atencidn
Servicio

Horarios

Atencion
Atencion
Cajeros

Horarios
Horarios
Horarios
Horarios
Horarios

Cajeros

Horarios
Servicio
Cajeros
Cajeros
Cajeros
Cajeros
Atencidn
Atencidon

Atencion

Servicios
Horarios
Horarios
Atencion
Atencion
Atencion
Servicio

Cajeros

Cajeros

Atencion
Atencion
Atencion
Cajeros

Horarios
Horarios
Atencion
Arencidn

Atencidn

Atencion
Horarios
Cajeros
Atencion
Atencion
Cajeros
Cajeros
Cajeros

Servicio

Atencidn
Atencidn
Atencion
Servicio

Horarios
Horarios
Servicio

Atencidn

Atencion

Servicio
Servicio
Servicio
Servicio
Atencion
Atencion
Atencion
Servicio

Horarios

Horarios
Atencion
Atencion
Atencion
Horarios
Cajeros

Servicio

Horarios

Atencion

Servicio
Cajeros
Servicio
Cajeros
Atencion
Atencidon
Atencion
Horarios

Servicio

O Reconstruye la tabla de frecuencias que dio origen al grifico. Luego, plantea cinco conclusiones en relacién con
la poblacién.

7. Un estudio sobre las preferencias en cuanto a las
fiestas colombianas arrojé los resultados que se

muestran 2 continuacion.

padee

Diade Noidad Diadd SenPedro  Reys Diadela

lea nidas madee

Observa la grifica que caracteriza a una poblacién. Luego, determina la variable estudiada, la poblacién y escribe
cuatro conclusiones relacionadas con el estudio que se represento.

8. Un estudio sobre los sabores preferidos para una
nueva malteada arrojd los resultados que se mues-

296 o

tran a continuacion.

W Pistacho
B8 Frutos rojos
B Chocolate
I8 Maracuyd
W Brownie



2. Caracterizacion de dos
variables cualitativas

Estandar Pensamiento aleatorio !rm,

Para caracterizar dos variables cualitativas, simultineamente, es necesario utilizar tablas
en las cuales se cruza la informacion que relaciona dichas variables.

2.1 Tabla cruzada o tabla de contingencia

Una tabla cruzada o tabla de contingencia es una matriz en Iz cual se cruza la
informacion de dos variables cualitativas. Las filas corresponden a las categorias

de una variable y las columnas a las categorias de la otra variable.

g EJEMPLO

\

El rector de un colegio le pregunté a 75 de sus 'ﬁpn&etnmpnm
estudiantes sobre el tipo de transporte que usan Glnsro Ruta Bus Caningndat  Total
para llegar al colegio. Las opciones de respuesta ! 1
son: ruta escolar, transporte piblico y caminando. Hombre 27 ‘ 15 I 50 |
Ademds, al contestar las preguntas se debia marcar Mujer 11 7 | 7 25
si el encuestado era hombre 0 mujer. Los resultados |- Total - 1 i " 5 5 1
s¢ muestran en la tabla. S il 5 ) 7
Analizar la tabla cruzada. Elaborar la tabla de frecuencias con porcentajes y la grifica
de barras.
Ya que en la construceion de la tabla cualquiera de las dos variables puede ocupar el lugar
de la fila 0 de la columna se realiza lo siguiente:
Primero, se debe entender ¢ interpretar la informacion que brinda la tabla. Asi: 27
estudiantes hombres van al colegio en ruta, 22 estudiantes van caminando, ¢l total de
estudiantes mujeres es 50% menos que el total de hombres y la mayoria de las mujeres
van al colegio en ruea.
Luego, para realizar la tabla de frecuencias con “Tin s P
porcentajes se divide cada dato correspondiente a la J il o
frecuencia absoluta entre la cantidad total de datos. Género Ruta Bus Caminando  Total
Por ejemplo, para obtener el dato correspondiente  Hombre 36% | 10,7% | 20% 66,7% |
a la primera fila y la primera columna se divide 27 ) [ I
entee 75’ md’rmspondc al 36% del total de datos. \ Mu)cr | ]4,7% | 9,33% 4 9;31% 33,3% |
Finalmente, para realizar la grifica de barras de la Total , 50,7% | 20% 1 29,31% 100% |
situacion, se ubican los datos correspondientes a las
frecuencias absolutas, como se muestra a2 continua-
cion:

40 .

35 —————

»1 N

25 !

20 — 1 B Mujer

154 | 1 Hombre

5 | -
o 2 2 i
Ruta Bus Caminando
\ J

gunmism | 297



Recuerda que...

L3 moda es una medida
que permite determinar
cudl es el dato de mayor
fracuencia en una distri-
buclén.
De acuerdo con este con-
ceplo se utilza enla coti-
dianidad el término "estd
de moda’

298 ganissn

2.2 Tabla marginal

Una tabla marginal es una tabla cruzada, en la cual se muestran las frecuencias
relativas con relacidn al total de cada hilz o columna.

En la caracterizacién de dos variables, para cada tabla cruzada se generan dos tablas de
contingencia.

A continuacidn, se presenta la tabla marginal correspondiente al tipo de transporte que
usan los estudiantes para ir al colegio.

Hombre 27/38 } 8/15 l 1522
 Mujer 13 | 715 ] 7122 |
Total J w8 | A5 | 22w

En forma similar, se construye la tabla en términos de porcentajes.

Género Ruta Bus Caminando

Hombre |  71% 53% 681% |
Muger 29% 47% 31,9%
Total 100% 100% 100%

f J
. - - ’

Asi, teniendo en cuenta la tabla de porcentajes se puede afirmar que:

# De los estudiantes que usan la ruta escolar para ir al colegio, el 7196 son hombres y el
21% son mujeres.

# De los estudiantes que van en transporte pablico, ¢l 53% son hombres y el 47% son
mujeres.

# De los estudiantes que van caminando al colegio, el 68,1% son hombres y ¢l 31,9%
s0n mujeres.

La grifica de barras para la correspondiente tabla marginal se presenta de manera similar

ala que se presentd para la tabla cruzada,

s Género Hombre %
. Género Majer %

Rata '  Bus | Caminendo

Al observar la grifica se puede afirmar que entre los hombres esti de moda usar la ruta
escolar para ir al colegio; en cambio entre las mujeres estd de moda ir al colegio en bus.



Estandar Pensamiento aleatorio !lm.

La tabla marginal para la variable género se construye de manera similar.

Género Ruta Bus Caminando Total
| Hombre 27150 8/50 15/50 50/50
Mujer | 11/25 7/25 7125 25

En este caso, los totales que se toman para las respectivas frecuencias relativas son los de
las columnas, es decir, 50 para la dase correspondiente 2 hombres y 25 para mujeres.

La grifica de barras correspondiente a la tabla marginal relacionada con el género, se

muestra a continuacidn.

. Género Hombre
. Género Mujer

v "Caminando ' Total

Ruta ' Baus

De la grifica se pueden concluir los siguientes aspectos:

# Del total de hombres, 27 va en ruta escolar al colegio y del total de mujeres, 11 vaen
ruta escolar al colegio.

# Del total de hombres, 8 va en transporte piblico al colegio y del total de mujeres, 7
va en transporte piblico al colegio.

# Del total de hombres, 15 vaal colegio caminando y del total de mujeres, 7 va al colegio
caminando.

En esta grifica se incluyeron las barras correspondientes a los totales, con lo cual es

posible observar los respectivos porcentajes de hombres y de mujeres que se tomaron

en la muestra.

Asi, por la muestra, se puede determinar que hubo mas hombres que mujeres.

Es importante aclarar que cada estudio estadistico que se hace a partir de la informacion
de una base de datos debe tener un objetivo especifico. En el ejemplo planteado es po-
sible que el objetivo sea proponer que ¢l colegio asigne mas rutas escolares para prestar
el servicio, pero esta decision no se puede tomar sin antes determinar si la poblacion
necesita dicho servicio.

Esto permite aclarar que, si bien los estudios estadisticos deben tener objetividad en el
andlisis de la informacién, ¢s muy importante que la persona que analiza dicha infor-
macién conozea la poblacion, sus caracteristicas y los diferentes aspectos que pueden
llegar a influir en ella.

guanreisan | 299
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Con el fin de determinar posibles donantes en un hospital de la ciudad, se aplicé un estudio relacionado con el

€ Razono - ) Soluciono problemas

tipo de sangre y el Rh de sus pacientes.

El estudio consistié en seleccionar un grupo de pacientes que frecuentaron el hospital en un periodo de un mes.
En estos pacientes se tomd una muestra de sangre y se determind el grupo (O, A, B, AB} y el factor Rh (+, —).

La muestra fue estratificada, ya que se selecciond teniendo en cuenta las siguientes secciones del hospital: medicina
general (MG), medicina especializada (ME) y urgencias (U).

De la misma manera, se tuvo en cuenta el género de los pacientes: masculino (M) y femenino (F).

Los resultados de la encuesta se clasificaron por género, seccién del hospital en la cual estuvo el paciente y el

respectivo tipo de sangre, asi:

muestra s

11. Las variables que se estudiaron en la muestra
escogida son
12. Elabora, en tu cuaderno, una tabla de distribu-

cion de frecuencias para cada una de las variables
del estudio.

13. Responde: ;Cuil de los métodos para representar
la informacion grificamente resulta mds efectivo
en este caso? jPor qué?

@ Elabora un diagrama de barras que relacione cada
par de variables.

14. Género y niimero de personas.
15. Tipo de sangre y niimero de personas.

16. Seccién del hospital y niimero de personas.

300 grweisn

B T SRR r EEER r D9EER r EEER T S
.M |0+ |MG| F |O-| U | M |AB-|MG| F | B+ | U | F | B— | ME
. F |Oo+|ME| M |O+|MG| F | B+ | ME| M | O+ |MG| F | O+ | U |
_ F |A+|MG| M |O+| U| F |A- | ME| F AB+ ME M | O+ | MG,
W M |[O+| U | F |[B+| U | M |A+| U | F |AB—| U | M | A+ | ME
. F |O+|MG| M |A+ | U | F |B+ |ME| F | O+ MG| M [AB+| U |
_F |A+ | U| F |B+| U | M|A-|MG| M | A+ | U | F | O+ | MG
.M |0+ | U | F |AB+|ME | M | B+ | U | F [AB+| MG | M | B— | ME
.M |O+|MG| F |O+| U | F |AB+| ME| M | O+ | U | M | B+ | MG
 F |A+ |ME| F [B+ | U | M |A+ |MG| F |O+ | ME| M | A— | ME
M |B+| U|[ M |o-|ME| P |aB+|MG| F |aB—-| U | M |aB+]| U |

Fla+ /ME/ M Jo+) U F JOo-/MG) F | A+ /ME| M AB+) U
Q completa. Realiza un diagrama circular que relacione las varia-
9. Elobjetivo que tiene el estudio es bles dadas en cada caso.

10. La poblacién & vl 17. Grupo sanguineo y niimero de personas.

18. Rh y niimero de personas.

19. Utiliza los datos de género y tipo de sangre para
construir una tabla cruzada.

20. Construye la tabla marginal asociada a la variable
“tipo de sangre”.

21. Responde: ;Qué porcentaje de la muestra corres-
ponde a cada tipo de sangre?

22. ;Existe alguna relacién entre el género y el tipo de
sangre? ;Por qué?

23. Si ¢l hospital en el que se realizé el estudio re-
quiere renovar sus existencias en el banco de
sangre convocando a 100 personas, jcudntas
personas se requiere para cada tipo de sangre?

24. Si se tiene en cuenta solamente la seccion de ur-
gencias, ;cambiarian las cantidades?



Estandar Pensamiento aleatorio !m,

a La Federacién Nacional de Agricultores ofrece incentivos econdmicos a todos los asociados que se inclinen por
cultivar alguno de los siguientes productos:

Café: C Flores: F Banano: B Algodon: A

En un estudio aplicado entre 40 agricultores interesados, algunos decidieron cultivar cada producto de manera total
(T) o parcial (P) en sus fincas. Los resultados se presentan a continuacion.

Producto  Cultive Producto  Caltivo Producto  Caltive Producto  Cultivo
c | T J 2 1 e g LB 1 N BT
\_F P e T | ¢ P . F P_J
A 120 B 2 4 LB T B T J
. B T (& T | A P A P
C T c T J B T € T
{ F P B P | \ C P { F T
B P A P [ A P LA T
LG P F P \__F P _C P_
A T E_ ] YP _A | T B | P
B P C P C T C T

25. Construye la tabla de distribucién de frecuencias para cada variable.
26. Construye el diagrama de barras correspondiente a la variable “productos™.
27. Construye el diagrama circular correspondiente a la variable “cultive”.

28. La Asociacion Nacional de Agricultores estd dispuesta a ofrecer asesorias y abono gratis a los agricultores que se
inclinen por cultivar café, siempre y cuando el 30% de los encuestados se comprometan a cultivar el 100% del
terreno. ;Se beneficiarin algunos agricultores con esta oferta?

29. Construye una tabla de contingencia para las dos variables estudiadas y la tabla de contingencia de porcentajes.

a Un centro de estimulacién temprana planea abrir un curso de matrogimnasia para nifios. Para tal fin, su adminis-
trador pregunta a las mamds de los pacientes de un centro pedidtrico si estarfan interesadas en asistir al curso y qué
dia de la semana y qué horario seria el mejor para ellas y sus bebés. Los resultados se muestran a continuacién.

LS Sibado | Maiiana| | No Viernes | Tarde | | Si | Sibado Maiana |
\ No Sdbado ‘ Manana | | Si | Viernes = Tarde = | Si | Sibado Manana |
\ Si Sdbado | Mafana| . No Miéreoles | Tarde | | Si Sibado  Manana |
. No  Miércoles | Tarde | | Si | Viernes | Tarde | | Si | Viernes Mafiana |
. Si  Miércoles | Tarde | | Si | Viemes | Tarde | | Si | Viernes Mafiana
| Si ~ Sdbado iMaﬁana . No | Sdbado | Tarde | | Si | Sdibado Manana |
L Si Viernes | Tarde \ No Sibado | Manfana | Si Sibado  Tarde |
. No  Sibado |Mafiana| . No | Sibado  Mafiana; | No | Sibado Masana |
L Si Sabado 1 Tarde L Si ‘ Viernes .Maﬁana‘ { No | Viernes  Tarde |
Si . Sdbado | Mafana | Si | Miércoles | Tarde ~ No | Viernes Tarde

Responde.

30. ;Tiene sentido para el estudio construir todas las tablas cruzadas que se pueden generar al relacionar las tres
variables? Explica tu respuesta.

31. Si fueras la persona encargada de determinar si el curso se hace o no se hace y en qué horario y dia se efectuard,

Jqué decidirias? Explica tu respuesta.
©:anvism | 301
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maewes Reaso 3. Caracterizacion de variables
Imprimible N -
cuantitativas

Es posible caracterizar una variable cuantitativa teniendo en cuenta la forma en la cual
se estudiardn los datos. Asi, es posible estudiar los datos en forma agrupada y en tal caso
la caracterizacién se hace teniendo en cuenta el diagrama de tallo y hojas, la tabla de
distribucion de frecuencias, la grifica de punto, el histograma y la ojiva.

La caracterizacion en la que se presentan los datos en forma no agrupada serd tema del
numeral 4 de esta unidad.

3.1 Diagrama de tallo y hojas * [ERP s

Un diagrama de tallo y hojas es una representacion grafica en la cual los datos se
clasifican de acuerdo con la expresion decimal de cada uno de ellos.

En este diagrama es ficil mostrar, en forma simultinea, ¢l orden y la forma de un con-

junto de datos.
Para construir un diagrama de tallo y hojas, primero, se ordenan los digitos principales
de cada dato a la izquierda de una linea vertical; esta columna es llamada mllo. A la

derecha de esta linea se registra el dltimo digito para cada dato, conforme se revisan las
ohservaciones en ¢l orden que se registraron; esta columna es llamada hoja.

g EJEMPLO

Realizar el diagrama de tallo y hojas para la siguiente situacién.
El departamento de psicologia del colegio ha implementado un programa de buen uso del dempo libre para los
estudiantes. Para ello, construyd un gimnasio donde los estudiantes se pueden ejercitar en horario extraclase. Luego, de

unos meses de que ¢l gimnasio inida su fundonamiento, se reporta el niimero de veces que cada estudiante ha asistido
a dicha prictica. Los resultados para 50 estudiantes se presentan a continuacion.

21 15 8 13 23 14 S5 15 11 15 15 15 18 7 21 14 22
1m 7 22 14 8 14 14 11 9 12 29 16 11 19 19 15 6
12 14 18 18 31 12 25 11 19 13 18 15 15 19 22 16

Primero, se organizan los datos en forma ascendente asi:

5 6 7 7 8 8 9 1 1 11 11 11 12 12 12 13 13
14 14 14 14 14 14 15 15 15 15 15 15 15 15 16 16 18
18 18 18 19 19 19 19 21 21 22 22 22 23 25 29 3l

Segundo, se determinan los tallos que, para este caso, serin los digitos de las cifras de la decenas en cada ndmero; para
los niimeros de un solo digito se usard ¢l cero. Tallos: 0, 1, 2, 3.

Luego, se organiza ¢l diagrama poniendo los tallos en la columna de la izquierda y las hojas, en la columna de fa de-

recha, asi:

0567 7 889

111111122233 4444445555555566888289999
2111222359
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3.2 Tabla de distribucion de frecuencias @ Actividades s

Aligual que para las variables cualitativas, una tabla de distribucion de frecuencias es un
resumen de los datos. Estos se presentan en forma agrupada y discriminando diferentes
aspectos de esta agrupacion.

La tabla de distribucion de frecuencias estd formada por siete columnas en las cuales se
incluyen: intervalos de clase, frecuencia f] frecuendia relativa f7, frecuencia acumulada F,
frecuencia relativa acumulada Fr, porcentaje % y marca de clase x.

Para construir una tabla de distribucion de frecuencias se deben tener en cuenta tres

aspectos fundamentales:

# Determinar la cantidad de intervalos o clases convenientes para la distribucion.
# Determinar el tamafio de cada clase (suele nombramse como ancho de clase).

# Determinar los limites superior e inferior de cada clase.

EJEMPLO "

Una empresa de auditores contables lleva la estadistica del tiempo, en dias, que re- r—ﬁeﬂlm que-..
quiere cada uno de sus empleados para realizar la auditoria de fin de ano de varias Los métodos para en-

empresas que son sus clientes. A continuacién se presentan los resultados. contrar el m’:me’°. de
intervalos en una distri

12 15 20 22 14 14 15 27 21 18 bucidn arrojan datos que,

19 18 22 33 16 18 17 23 28 13 en su mayorla, deben sef

aproximades &l entero
Organizar los datos en una tabla de distribucion de frecuencias. Luego, escribir tres més cercano. Por esta
i razén, no existen distri-
buciones de frecuencias
(nicas para una misma

No. de intervalos = ' 20 4,47 = 4 base de datos.

Luego, se halla ¢l tamafio de cada intervalo. Para ello, se halla el rango restando el dato
menor del dato mayor. Y despuds se divide este resultado entre ¢l ndmero de intervalos.

ngo-‘—‘D.u'-D..=33"12=21
Tamar'u):% =5,25=5

Primero, se determina el nimero de intervalos.

Finalmente, se organiza la tabla de frecuencias formando los intervalos a partir del dato

menor. Asi:
Clase f f F Fr % £
12-17 8 8/20 8 8/20 40 14,5
18-23 9 9/20 17 | 17/20| 45 20,5
24-29 2 2/20 | 19 | 19/20f 10 @ 265
3035 ) 1 1/20 | 20 |20/20) 5 32,5 |

A partir de la informacion se puede concluir que:

# El 45% de los auditores se demora entre 18 y 23 dias haciendo la auditoria de fin de
afio a los clientes,

# Solo un auditor tarda mis de 30 dias en hacer el trabajo.

L“ 17 auditores emplean entre 12 y 23 dias en hacer una auditoriz
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3.3 Grafica de puntos

La gréfica de puntos es uno de los resimenes graficos mas sencillos para un con-
junto de datos.

Para realizar este diagrama, primero, se dibuja un eje horizontal en el que se muestra el
intervalo de los valores para los datos.

Luego, se representa el valor de cada dato con un punto colocado sobre dicho eje.
Finalmente, se observa el diagrama para extraer conclusiones de €l

A continuacion, se muestra el diagrama correspondiente al ejemplo anterior:

-
v v - v '
Ve wilveUovewewe v e -
L | | | | |
f 1 f 1 1 1
10 15 20 25 30 35

Asi, los tres puntos ubicados sobre el 18 indican que hay tres observaciones de valor 18,

3.4 Histograma

El histograma es un resumen gréfico que se organiza a partir de |a tabla de distri-
bucién de frecuencias.

Para trazar un histograma se realiza lo siguiente:

Primero, se dibuja el ¢je horizontal y se escriben las opciones de la variable de interés.

Segundo, se dibuja el eje vertical y sobre este se escriben la frecuencia, la frecuencia
relativa o el porcentaje.

Tercero, se representa cada frecuencia de clase trazando un recringulo cuya base es ¢
intervalo de clase sobre ¢l eje horizontal y cuya altura es la frecuencia correspondiente.

A continuacion se presenta el histograma relacionado con los tiempos de los auditores
del ejemplo anterior,

12-17 18-23 24-29 30-35

En este grifico se utilizaron las columnas clase y f de la tabla de la pdgina 303, corres-

pondientes al tiempo en dias, que se tardan los empleados para realizar las auditorfas de
fin de ano.
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El histograma anterior se hizo teniendo en cuenta las frecuencias; a continuacion, se

presenta un histograma en el cual las barras representan la frecuendia relativa:

12-17 18-23 2429 30-35

En algunas ocasiones es necesario presentar el histograma de porcentajes. El histograma
para ¢l ejemplo anterior es ¢l siguiente.

1217 18-23 24-29 30-35

3.5 Ojiva

Cuando en un histograma se representan las frecuencias acumuladas, la gréfica de
dicha representacion recibe el nombre de ojiva.
La ojiva se traza de la siguiente manera:

Primero, se ubica la marca de clase (punto medio) de cada intervalo.

Segundo, se ubican puntos en la grifica. Para ello se toma como referencia la marca de
clase del intervalo y la altura correspondiente a la frecuencia acumulada de dicha marca

de clase.
Finalmente, se¢ unen estos puntos con lineas rectas.

La ojiva correspondiente al ejemplo de los auditores se muestra a continuacion:

25
20

15 —
/

10 =
5

145 = 205 26,5 32,5

ﬁmm que...

Una gréfica de bariasy un
histograma 5on, en esen-
cia, lo misma. Las dos sen
representaciones gréficas
de un conjunito de datos
de una distribucién de
frecuencias.

Un histograma es solo
una gréfica de baras sin
ninguna separacion entre
ellas, pues la separacidn
se considera mds adecuar
da cuando los datos son §
cualitativos ya que son §
datos discretos y no hay
pasibilidad de valores In-
termedios entre ellos,

w
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En el extremo izquicrdu de la ofiva se ubicé un punto adicional que da comienzo a la
curva ¢ indica que no hay valores menores que la clase del 10 al 17.

Es importante anotar que la ojiva es una curva creciente puesto que se construye a partir

de las frecuencias acumuladas.

Es posible elaborar una ojiva a partir de las frecuendias relativas acumuladas. A cont-
nuacion, se presenta dicho grifico.

1,2
1

0,8

g—

0,6

ol

0,4

=

0,2

0
v

Y205 ' 265 | 325

Afianzo COMPETENCIAS J Argumento « e Propongo » a Ejercito « . Razono + n Soluciono problemas

P

Como parte del proceso de seleccidon de los estu-
diantes de una prestigiosa universidad del pais se
aplica una prucha de aptitud. A continuacién, se
registra el nimero de preguntas que contestaron
bien:

112 124 100 92 74 165 100

99 96 7 165 169 90 77

7999 102 132 127 99 65

86 90 77 89 100 120 132

32. Elabora un diagrama de tallo y hojas para agrupar

la informacion.

33. Completa. La clase en la que se agrupa la mayor
cantidad de datos es 5

34. Escribe algunas conclusiones con relacién a esta
clase.

306| g

n Una tienda de mascotas mantiene diferentes cacho-
rros de la misma raza de perros. Para hacer un segui-
miento de su crecimiento y desarrollo, al ingresar
a la tienda se registran los pesos de los diferentes
cachorros.

A continuacidn, se presentan los datos obtenidos en
los dltimos seis meses, el peso estd dado en gramos:
4500 3590 5789 3452 4.500
5.870 4898 3789 4569 5.532
4.002 4280 3.980 3.300 4.000
4.300 3.230 3.000 4.030 3.780
35. Elabora ¢l diagrama de tallo y hojas para la situa-

cidn.

36. Completa. En la clase modal hay datos.

Y el nimero de cachorros de menor peso es
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a En la dltima convocatoria realizada por una progra-
madora de television se buscaba seleccionar a los
participantes de un nuevo reality. Dentro del formu-
lario de inscripcion se preguntd a los participantes
por su grado de escolaridad, medido en nimero de
anos, contando desde primero de primaria. Los re-
sultados se muestran a continuacién:

1 10 4 8 14 12 14 5
9 11 6 10 12 8 11 11 9

S 11 11 4 4 17 6 19 0
18 9 10 12 10 16 11 18 9

S 7.5 Complm la siguiente tabla de frecuencias uti-
lizando los rangos establecidos por el sisterna
educativo colombiano:

Escolaridsd f f F B % x

0 a5 anos
Primaria

Gall afios
Secundaria

12 2 17 afos
Profesional

Mas de 18 anos
Especializacion

a Responde con respecto a la informacion anterior.

38. ;Cudl es la frecuencia relativa del nivel secun-
daria? ;Qué significado tiene este dato?

39. ;Qué nivel educativo predomina entre las per-
sonas que se presentaron al reality?

40. ;Qué nivel educativo es ¢l que menos predomina?

41. ;Se puede afirmar que los aspirantes, en su ma-
yoria, han hecho la secundaria? Justifica la res-
puesta.

42. Construye el histograma y la ojiva para la si-
tuacion. Lucgn, escribe algunas conclusiones al
respecto.

43. Elabora la wabla de frecuencias siguiendo los
pasos planteados en el tema anterior.

e Explica.
44, ;Cambiaron las frecuencias en la nueva eabla?
Justifica tu respuesta.

45, ;Qué diferencias hay entre los intervalos de las
dos tablas?

46. Compara las tablas elaboradas en los numerales
44 y 45, ;Cudl de las dos es una mejor represen-
tacién de los datos dados? ;Por qué?

9 El alcalde de la ciudad esti considerando la posi-
bilidad de implementar un peaje de ingreso. Sus
asesores han llegado a la conclusién que existen dos
ubicaciones posibles y favorables para ello. El alcalde
decide medir el ndimero de automéviles que ingresan
a la ciudad por cada uno de los dos puntos durante
los dltimos 15 dias. Los resultados se muestran a

. )
continuacion:

Punte 430 460 501 423 455 473 450 481
1 442 429 439 414 475 452 474

Punto 406 153 491 505 467 421 556 470
2 348 472 479 403 278 440 234
47. Construye una tabla de frecuencias para cada uno
de los puntos usando intervalos de 49 unidades

de ancho e iniciando en 401. Escribe algunas

conclusiones.

48. Construye una tabla de frecuencias usando el
método propuesto en esta unidad.

49, C -ompara las dos tablas ¥ escribe :{]gunas conclu-
siones al respecto.

50. Elabora los histogramas que se generan a partir de
las dos tablas.

51. Elabora las ojivas correspondientes.
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El personal de un consultorio ha estudiado los 56, Elabora un histograma que. repeesenic la sit-
tiempos de espera de los pacientes que llegan a soli- SO
citar el servicio de urgencias. 57. Escribe algunas conclusiones a partir de esta gri-
fica

aEnungimnasioscvaaimplemenmrnnpmgmnm
de acondicionamiento fisico. Para proporcionar el
mejor tipo de entrenamiento se pregunto a algunos
de los clientes que asisten en el horario matutino por
su tiempo de entrenamiento (medido en minutos).
Los resultados se ven reflejados en las siguientes gri-
ficas.

Los siguientes fueron los datos reunidos en un

periodo de un mes. Los tiempos estin medidos en Tiempo de entrenamiento (min)
minutos: 25
m —
2 5 10 12 4 o .
4 s 17 11 8 o ®
9 8 12 21 6 5
8 7 13 18 3 l
Oy11 12y23 24y34 35746 47y58

52. Elabora la tabla de distribucion de frecuencias — —
para esta situacion.

Tiempo de iento (min)

Ly

35

53. Responde: ;Qué porcentaje de los pacientes que

utilizan el servicio de urgencias tiene tiempo de 30+

espera de nueve minutos o menos? Explica como 25

conseguiste este resultado. 20

n En un estudio relacionado con los niveles de satis- ] .
faccién en el trabajo se aplicé una serie de pruchas a 558
50 individuos. Se obtuvieron los siguientes datos: 57
0

87 73 65 46 76 69 92 84 67 61 \ e naluin i it Yol e
77°76 58 88 71 78 92 46 70 64 58. Reconstiuye la tabla de distiibucidn de frecuen:
59 85 74 69 41 97 53 76 50 SO cias correspondiente a las grificas dadas.
43 78 90 47 61 67 75 81 89 74 59. Escribe tres conclusiones import:mt:s a partir de

la caracterizacion de la variable estudiada.
B0 87 B4 64 81 75 83 70 60 70

54. Elsbora un diagrama de tallo y hojas para la situa-

clon.

55. Con base en el diagrama de tallo y hojas, elabora
la tabla de distribucidn de frecuencias para la
situacion.

308 gwruisnn

60. Elabora la ojiva relacionada con la situacion.



Estandar Pensamiento aleatorio ![M'

4. Métodos numéricos para Amplacones

. ., . multimedia
la caracterizacion de variables
En los temas anteriores se describieron métodos variados para resumir datos y caracte- r :
rizar una variable. Estos son una gran ayuda visual en presentaciones ante individuos o Recuerda que... \
grupos. En los temas siguientes, aprenderds dos métodos que proporcionan otras alter- Si se calculan las medi-

nativas para analizar los datos: las medidas de localizacion y las medidas de variabilidad. tie de localzacion y de
variabilidad partiendo de
o datos de una muestra,

4.1 Medidas de localizacion estas se llaman estadist
cos de la muestia.

Las medidas de localizacién son cinco: la media, la mediana, la moda, los percentiles y 5i se calculan a partir de

los cuartiles. datos de una poblacion

| se denominan parame-
o tros poblacionales.
La media es quizd la medida de localizacién mds usada, también es llamada promedio \ 4

y es una medida de localizacion central o tendencia central. Si los datos que se usan
para calcularla proceden de una muestra, se representa con x; si los datos son de una
poblacién, se utiliza la letra griega ..

Los valores para los diferentes datos se expresan asi: x;, x5, %5, .. X

La media para una muestra con n datos se calcula aplicando |z siguiente expre-

sidn:
x5

% ==l
n

La media es una medida que se ve afectada por el cambio dristico de uno de los datos.
Si hay un dato muy grande o un dato muy pequefo con respecto a los demds, la media

cambia significativamente.

El disefiador de la pigina web del colegio estid lanzando una nueva estrategia para motivar a los estudiantes a consultar
las actividades en Internet. Dia a dia cuenta el ndmero de usuarios que han visitado la pagina.

Los resuleados de los dltimos 15 dias se muestran a continuacion:

150 300 265 123 321 203 400 100

298 209 397 199 234 200 249
Las directivas del colegio plantean que si el promedio de usuarios es mayor que 300, entonces, mejorard la velocidad
del servicio adquiriendo un paquete de datos con velocidad de 20G.

Determinar cudl serd la decision de las directivas teniendo en cuenta los datos de los quinee dias de prueba del servicio.
Con base en los datos se caleula el promedio asi:

7 =130+ 203 + 209 + 300 + 400 + 397 + 265 + 100 + 199 + 123 + 249 + 234 + 321 + 298 + 200
15

x

243,2. Luego la media es 243,2.

A partir del cileulo de la media se puede determinar que las directivas no aumentarin la velocidad en el servicio

de Internet ya que el promedio de usuarios es mucho menor de lo propuesto para tal fin.
L. S
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Si el conjunto de datos
tiene valores extremada-
mente pequefics o extre-
madamente grandes, jqué
medida de tendencia cen-
tral es mds acertada en la
caracterizacién de la varia-
\Ele? Justifica tu respuesta.

310 et sm

Mediana

La mediana es otra medida de la localizacidon central de datos. Es el valor intermedio
cuando los valores de los datos han sido ordenados en forma ascendente. La mediana se

representa como x si es tomada de una muestra y como L, si es de la poblacion,

Cuando hay un ndmero impar de datos, la mediana es exactamente el valor in-
termedio.

Cuande hay un ndmero par de datos, Ia mediana es el promedio entre los dos
datos intermedios.

La mediana es una medida que no considera la magnitud de los datos, por ello no se ve
afectada por el cambio signiﬁcat:ivo de uno de ellos. Sin cmbargu, al no considerar la
magnitud no es una medida que describa las caracteristicas de los datos cuando estin
lejanos unos de otros.

Para el ejemplo anterior se tiene el conjunto ordenado de datos en forma ascendente,
COmo se muestra a continuacidn:

100 123 150 199 200 203 209 234
249 265 298 300 321 397 400

En este caso, el dato central es el que estd ubicado en la posicidn 8, es decir, 234. Asi,
; = 234 usuarios

A partir de la mediana se puede afirmar que el 50% de los dias, la pigina del colegio fue

consultada por 234 usuarios o menos.

De la misma manera se puede afirmar que el 50% de los dias, la pigina fue visitada por

234 usuarios o mis.

Moda
Una tercera medida de localizacién es la moda, que se representa ¥ y se define a con-
tinuacion.

La moda de un conjunto de datos es aquel que tiene mayor frecuencia.

Para el caso citado del colegio, se tiene que no hay ningn valor con frecuendia mayor
a uno, asi que se dice que no existe la moda,

En algunos casos, la mixima frecuencia se presenta en dos o mis datos diferentes, por
lo cual se dice que en ellos existe mds de una moda. Si los datos tienen exactamente
dos madas, se dice que son bimaodales; si ienen mds de dos modas, son multimodales.

En los casos multimodales casi nunca se menciona la moda, pues no ayuda citar tres o

mis modas para describir la localizacion de los datos.
A la media, la mediana y la moda se les llama también medidas de tendencia central

y resultan ser una herramienta muy adl en la interpretacion de datos.

Se acostumbra caleular las tres medidas para un mismo conjunto de datos y comparar-
las; si las tres resultan con valores muy cercanos, es posible hacer una caracterizacion
muy acertada de las variables estudiadas en dicho conjunto de datos.
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Recurso
oL,
Percentiles imprimible

Un percentil se simboaliza como p, presenta informacion sobre como se distri-
buyen los datos en 100 partes porcentualmente iguales.

Para un conjunto de datos en ¢l cual no hay muchos valores repetidos, el p-ésimo
percentil divide los datos en dos partes. Mis o menos el p por ciento de las observaciones
tienen valores menores que el p-ésimo percentil y aproximadamente el 100-p por ciento
de las observaciones tienen valores mayores que el p-&imo percentil.

Para calcular el p-ésimo percentil se utiliza el siguiente método.
Primero, se ordenan los datos de manera ascendente.

Luego, se calcula el indice #:7 = (—l—%d)n, en donde p es el percentil buscado y 7 es el
nimero de datos.

Finalmente, se tienen en cuenta dos opciones a partir del resultado de 7

@ Siino esentero, se redondea. Bl valor entero inmediato mayor que ¢ indica la posicién
del p-ésimo percentil.

% Siies entero, el p-Esimo pcrocnti] es el pmmndio de los valores de los datos ubicados
en los lugares 7e 7 + 1.

Una bolsa de trabajo universitaria pide a algunos de sus exalumnos informacién sobre
sus salarios iniciales luego de graduarse de su respectiva facultad. Los datos se registran
en la siguiente tabla:

Egresado  Salario en délares  Egresado  Salario en délares

L1 2850 7 2890 |

2 2950 || 8 | 3130 |

3 3050 | 9 2940 |

4 280 | 10 | 335

5 2755 | 1 2920 |

6 270 | | 1z | 2880 |
Calcular el percentil 85.

Primero, se ordenan los datos en forma ascendente, asi:
2.710 2,755 2.850 2.880 2.880 2.890 2.920 2.940 2.950 3.050 3.130 3.325

Segundo, se calcula 1.

i= (—%)12 =10,2

Finalmente, como i no es entero, se redondea. Asi, el lugar del percentil 85 es el siguiente
entero mayor que 10,2, es decir, 11. Al observar los datos, ¢l percentil 85 es el valor en
la posicién 11, es decir, 3.130.

Asi, se puede afirmar que el 85% de los egresados ganan 3.130 délares 0 menos, para el
caso, 9 de ellos. De la misma manera se puede afirmar que un egresado (el 15%) gana

\

L3.130 dolares o mis.

>

Calcula el percentil S50 para
el ejemplo de los salarios

de los egresados universi-
tarios.
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Cuartiles @ hmad

Es frecuente dividir el conjunto de datos en cuatro partes porcentualmente iguales, cada
una de las cuales contiene una cuarea parte de ellos (el 25%). A los puntos de division
se les llama cuartiles y se representan con Q.

Se definen asi:
Qi = primer cuartil = percentil 25 = pas.
(: = segundo cuartil = percentil 50 = ps,.

Qs = tercer cuartil = percentil 75 = pos.
Las cuartiles son casos especiales de los percentiles.

Para calcular los cuartiles se utiliza €l mismo método planteado en la pagina anterior.
Por ejemplo, para calcular (Q; realizamos el siguiente procedimiento.
# Calculamos #

i=(22VM2=6
(]00)

% Como { resulto ser entero, entonces, (Q; = ps, es ¢l promedio entre los valores de las
posiciones 6 y 7 del conjunto de datos.

_ 2.890 ; 2920 _ 5 905

Siguiendo un procedimiento similar se encuentra que para Q:
i= (T?E]%)IZ = 3, entonces, Q) es el promedio entre los valores de las posiciones 3
y 4; es dedir,

Q = 2802880 _ 5 g5

Ahora, para () se tiene que i = (_1205(_))12 = 9. Es decir,

Q= 2.250; 3.050 _ 5000

Los cuartiles han divido el conjunto de datos en cuatro partes, en cada una de las cuales
hay un 25% de ellos:

2710 2755 2.850 2880 2.880 2.890 2920 2940 2950 3.050
3.130 3.325

Q =2865 Q=295 Q=3000
Deciles
Corresponden a la division del grupo de datos en diez partes porcentuales iguales.
El cilculo del indice para el decil se puede realizar mediante la expresion:
i= (%)n dondej=1,...,9

Y se procede de forma andloga como se hace con los percentiles y los cuartiles.
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4.2 Medidas de variabilidad

Al analizar un conjunto de datos también es necesario establecer algunas medidas que
determinan la variabilidad o dispersion de los datos entre si.

Estas medidas son tres: el rango, la varianza y la desviacion estindar.

Rango
El rango &s la medida de variabilidad mas sencilla y se define mediante la expre-
sidn:
Rango = Dy — D,

Donde D, es el dato mayor y Dy, es el dato menor.

Varianza

La varianza es una medida que emplea todos los datos y se basa en la diferencia entre el
valor de cada dato y la media del conjunto. A esta diferencia se le llama desviacion de
un dato con respecto a la media

Si se calcula en una muestra, se representa como $ y si se calcula en una poblacion, se
representa con 02,

La varianza para una muestra se calcula a partir de la siguiente expresion:

n—1

Donde (x, — x) es la desviacidn de los datos con respecto a la media y n es el
ndmere de datos.

Desviacion estdndar

La desviacion estdndar se define comno la raiz cuadrada positiva de la varianza.
Para una muestra se define como:

§=fF =yf 2R

El empleado de la tienda escolar debe re-
portar, en una planilla, el nimero de foto-
copias que pide cada uno de los estudiantes
que usa el servicio. Los resultados de las
dos tiltimas semanas, sin incluir domingos,

son:
5 12 15 9 20 1
15 79 21 2 3 10

Analizar los datos teniendo en cuenta las
medidas de variabilidad.

LA AN =S 2 FA NI S WSS MRS S
iPor qué al cakeular la va-
rianza es necesario elevar al
cuadrado las desviadones
con respecto a la media?

r;ecuerda que...

i se calcula la varianza
para Una poblacién, se
debe usar |2 expresion
7 )
2 Lix — w°
LN
donde N es la peolacion.
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Recuerda que...

£l ‘grande” ¢ ‘pequena”
de la varianza depende
especlficamente del con-
junto de datos y de las
caracteristicas especifi-
cas de la poblacién y 12
muestra estudiada. Asf,
la Interpretacion es casi
exclusiva del investigador
que Conece sJ grupo de
investigacion.

Ademds, un valor de la
vaflanza puede resultar
alta para un grupa de da-
tos, peio puede resultar

peguenc para otro grupo.
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Para iniciar ¢l andlisis, se calcula la media del conjunto de datos. Asi:
T 2X12+15+9+20+1+15+79+21+2+3+10
12
En este caso, se puede determinar que la media es x=16 forocopias.
Para plantear conclusiones mis objetivas sobre ¢l conjunto de datos se realiza el cleulo
de las medidas de variabilidad.
Primero, se calcula el rango de la distribucién asi:
Rango = 79 — 1 = 78 copias
Luego, se caleula la varianza, Para tal fin es muy util plantear una tabla con las respectivas
variaciones de cada dato en relacién con la media y los respectivos cuadrados, asi:
Loe &i:;'. (x K ;)
5 ~11 121
12 -4 16 |
15 -1 1
=3 -7 49 )
20 4 6
[ o5 |
15 o | 1 )
79 63 3.969 |
21 5 25 |
—-14 196
_ 5| e
1o -6 36
i Suma | 0 4.824
2 _ Zg’_ﬁ:;)_z _ 4.824 _ < .2
Luego, §* = s =T 438, 54 forocopias
Ahora, si la varianza es grande, se puede afirmar que la media no es un buen representante
del grupo y que existen datos que estin muy dispersos, por tanto, la variabilidad de la
muestra es muy alta, como sucede en este caso.
El andlisis de la varianza estd ligado a las unidades en las que la medida estd al cuadrado,
lo cual hace complicada su interpretacidn, por tal razén, se hace necesario caleular la
desviacidn estindar.
Finalmente, se calcula la desviacion estindar para poder tener una medida lineal de
comparacién de los datos.
Asi, § = 20,94 forocopias.
Este valor es muy alto para la muestra, por tanto, a partir de la media no se puede hacer
una caracterizacion adecuada de la variable estudiada.
J
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Afianzo COMPETENCIAS

ﬂ Interpreto » ‘3 Argumento 9 Propongo - . Razono

A continuacion, se relaciona la lista de los sitios de
Internet mds populares al navegar desde casa y el

ntamero de visitantes, en miles:

Sitio Visitantes

[ aboutcom 5.538
; altavista.com 7.39

. amazon.com 7.986

| angelfire.com 8.917 i
; aol.com 23.863
; " bluemountainarts. eom 6.786

; ebay.com 8.296

| excite.com 10.479
L geocites.com 15.321
[ go.com 14.330
; hothot.com 5.760

‘ hotmail.com 11.791

, icq.com 5.052

' looksmart.com 5.984

{ y lycos.com 9.950

; microsoft.com 15.593

; mns.com 23 505 -
| netscape.com 14.470

{ passport.com 11.299
‘ real.com 6.785

| snap.com | 5.730

' tripod.com 7.970

{ ; X00m.com 5.652

; yahoo.com 26.796
; zlnet.com 5.133

: google.com ) | 22.679

61. Calcula la media y la mediana.

62. Responde: ;Cudl de las dos medidas es mejor
como tendencia central para estos datos? Explica
tu respuesta.

63. Calcula los cuartiles 1, 2 y 3.

64. Calcula ¢l percentil 85 y escribe una interpreta-

con del mismo.

P Una prestigiosa editorial ha hecho un estudio para
determinar el ndmero de libros de literatura que leen
al afio los habitantes de un sector de la dudad. Para
ello, encuesté a 60 personas de dicho sector. Los

resultados fueron los siguientes:
5 8 6 9 12 20 1 [ S S
12 Z15: 1 3 8 10 7 4 4 5
3 4 10 4 1 2 9 3 3 8
6 7 12 6 0 8 1 5 #91 iF
9 12 4 7 0 11 6 9 1 6
10 11 1 2 4 2 6 8 0 4

65. Calcula la media, la mediana y la moda (si existe).

66. Encuentra los percentiles 25 y 70, y elabora una
interpretacion de ellos.

67. Determina el rango, la varianza y la desviacion
estandar de la muestra,

Responde.
68. ;La muestra tene mucha o poca variabilidad?

Justifica tu respuesta.

69. ;La media es un buen representante de la muestra?
Explica tu respuesta.

) En las afueras de una ciudad registraron la cantidad
de automoviles que pasan por 16 puntos diferentes
de un peaje, entre las 6:00 a. m. y las 6:30 a. m. Los

datos se muestran a continuacion.

180 170 210 190 195 200 205
200 199 186 197 201 210 201

70. Calcula la media y la mediana del numero de
vehiculos.

71. Calcula e interpreta el percentil 65.
72. Determina el rango, la varianza y la desviacion
estindar de la muestra.
Responde.
73. En este caso, jla media puede considerarse un
buen representante del conjunto de datos?

74. Si la Secretaria de Trdnsito de dicha ciudad pro-
pone la creacién de un nuevo punto en el peaje,
v si la media supera los 200 vehiculos y la desvia-
cion estindar es pequena, jcudl serd la decision?
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Matematicamente
iCudl crees que es la fun-
cién del diagrama de arool

dentro del estudic de las
técnicas de contec?
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5. Técnicas de conteo < [ euews

Las técnicas de conteo son herramientas que se utilizan para encontrar ¢l ndmero de
elementos del espacio muestral de acuerdo con las caracteristicas que tenga una muestra,

5.1 Clases de muestra

Dado un experimento aleatorio y una muestra de él se pueden presentar dos criterios
para clasificar dicha muestra que son: ¢l orden y la repeticion.

Se dice que una muestra tiene repeticion cuando para formarla se puede repetir
varias veces el mismo elemento de la poblacién.

Se dice que una muestra tiene orden si al conformarla es importante el orden en
el que se ubiquen los elementos de la poblacion.

Un profesor tiene que clegir a dos estudiantes de un grupo de tres candidatos, para
representar al colegio en las olimpiadas. Los candidatos son Felipe, Martha y Lucia,
Determinar cudl es la poblacién y cudl es la muestra.

En este caso, la poblacion del experimento estd formada por los tres candidatos, asi que
N = 3; ademis, el profesor debe escoger dos de esos tres estudiantes, por tanto, la
muestra 7 = 2. Ya que un estudiante no puede ocupar dos de los cupos disponibles, se
dice que la muestra no tiene repeticién.

Si el experimento se realiza eligiendo uno a uno los tres estudiantes, no importa si es
elegido de primero o de segundo, ya que al final, va a ocupar uno de los tres cupos

disponibles para representar al colegio en la prueba. La muestra, entonces, no tiene

orden.
-

~\

5.2 Principio de multiplicacién

Si en un experimento aleatorio se tiene una poblacion de tamario Ny una muestra
de tamano n en la cual hay orden y repetician, entonces, el nimero de elementos
del experimento #(S) se expresa como: #(S) = AP

EJEMPLO

Determinar cudntos resultados se pueden obtener al lanzar cuatro monedas al aire
una vez.

Primero, se determina N. Como los elementos con los cuales se construird el espacio
muestral son dos: cara y sello, se tiene que N = 2.

Luego, se determina 7. Para ello, es dtil construir un elemento del espacio muestral, asi:
{cara, cara, sello, sello) es un elemento del espacio muestral, por tanto, 7 = 4.

En este experimento hay orden y repeticién, por tanto, ¢l nimero de elementos del
espacio muestral es: #(5) = 28 = 16

# Entonces, el nimero de resultados al lanzar las cuatro monedas es 16.

-\




Estandar Pensamiento aleatorio lrm,

5.3 Permutaciones s il

Dado un experimento aleatorio con poblacion Ny muestra n en dende la muestra
tiene orden, pero no repeticion, el ndmero de elementos del espacio muestral se
determina a partir de la permutacion de n en N, que estd dado por:

___N
b =T=m

Donde Nl = NXN—1XNW—2} X . X2X1y0l=1

N

La permutacion es una operacion definida en los nimeros naturales y para la cual es
necesario que 2 = N, Ademds, el resultado de toda permutacion es un nimero natural.

EJEMPLOS

1. Determinar la muestra, la poblacion y el nimero de elementos del espacio muestral
del siguiente experimento aleatorio.

Un empleado de una tienda femenina debe organizar la vitrina del almacén. El
administrador le pide que vista tres maniquies con cuatro vestidos de la tltima coleccion.
:De cudntas maneras distineas puede hacerlo?

"

Se puede afirmar que N = 4 y 2 = 3. En 5 se dice que hay orden pues es diferente poner
¢l vestido 1 en ¢l maniqui 2 que en el maniqui 3. Ademis, no hay repeticién pues el
mismo vestido no se le puede poner a dos maniquies distintos.

Asf que el ndmero de elementos del espacio muestral esed dado por:
= ! = =
B=T=m 1 2%
Luqo, el emplcado tiene 24 opciones diferentes de poner los cuatro vestidos en los tres
maniquies.

Es importante aclarar que en algunos casos se necesita hallar el nimero de elementos del
espacio muestral, pero hay otros en los cuales se puede tomar especificamente alguno de
los elementos de dicho espacio; en tal caso, se debe hacer, una por una, todas las posibles
opciones del espacio muestral. Asi, para este caso se tendria que:

$ = {(W, Vi, Vi), (N, W3, V), (W, Vi VA, (V2 Vi, VA), ..

El lector podrd encontrar, siguiendo un proceso organizado, todos los elementos del
espacio muestral de este experimento aleatorio.

Matemati
| Sin = N jcudl serd la ex-
. presién que determina el

| nimero de elementos del
| espacio muestral?
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2. Una prueba de admision para un colegio de la ciudad pide a un nifio que forme un
namero de dos cifras diferentes, usando cuatro fichas con los nimeros 1, 2, 5y 7.
:Cuintos niimeros distintos puede formar el nifio en la prucha?

% |

Primero, se determinan Ny 7.

En este caso N = 4, porque hay cuatro fichas, y # = 2, porque los niimeros que debe
formar el nifio deben tener dos cifras.

Segundo, por las condiciones del problema, se puede determinar que en la muestra hay
orden, pues es un conjunto numérico y no hay repeticion, ya que en el experimento se

aclara que los digitos deben ser diferentes.
Luego, se aplica la férmula de permutaciones para caleular el ndmero de elementos del
espacio muestral, asi:

._,_j!___ = .4_>( 3 X 24_1_ _ ;_‘i =12
4—-2)!

$= EXS S

Luego, el nifio puede formar 12 nimeros en la prueba con esas cuatro fichas,

3. Para la eleccién de la junta directiva del consejo de propietarios de un conjunto
residencial se han postulado siete candidatos. En los estatutos de la junta de ad-
ministracion del conjunto se ha estipulado que una vez realizada la eleccién, el
candidato con mayor votacidn serd el presidente, el segundo en nimero de votos
serd el tesorero y el tercero serd el secretario. ;De cudntas maneras distintas se puede
conformar la junta directiva del consejo de propietarios?

Para este caso se determina que N = 7, ya que son siete candidatos, y 7 = 3, ya que son
tres personas que se deben elegir. En la muestra hay orden, pues no es igual quedar de
primero, de segundo o de tercero; ademas no hay repeticién, pues la misma persona no
puede ocupar dos cargos, Teniendo en cuenta lo antetior se tiene que:

Tl _ TXGEXSXA _
== 4 210

En conclusion, hay 210 formas distintas de conformar el consejo con los siete candidatos

disponibles.
-

~

J
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5.4 Combinatoria

Dado un experimento aleatorio con una poblacion Ny una muestra n sin orden ni
repeticion, se dice que el nimero de elementos del espacio muestral es la com-
binatoria de r en N, asi:

WCo=(N)= W=

1. Para la fiesta de fin de afio de una importante
multinacional se planca contratar una empresa
de banquetes. La empresa escogida ofrece siete
opciones de mend diferentes segin las necesi-
dades de los clientes,

Si la multinacional desea que los empleados puedan
acceder a cinco menis diferentes, ;de cudntas maneras

puede hacer la eleccon?

En este caso N = 7 y = 5. Al analizar la situacién se puede determinar que la muestra
no es ordenada, pues no importa en qué orden se seleccionen los diferentes mends,
ademis no hay repeticion pues un ment no se puede seleccionar mds de una vez.
Teniendo en cuenta lo anterior, ¢l nimero de elementos del espacio muestral se caleula
ast:

£ BB T X6

() =F=9smi 215] Saiet

Por tanto, la multinacional tiene 21 opciones de combinar los mends.

2. Un nuevo modelo de loteria emplea una seleccion aleatoria de seis niimeros entre
un grupo de 47 posibles. En una urna, se depositan balotas numeradas del 1 al 47
y ¢l experimento consiste en extraer una balota de la urna y ponerla en una fila. El
ganador serd quien tenga un boleto de loteria cuyos seis nimeros, sin importar el
orden, sean los mismos que se obtengan al extraer las balotas. ;Cudntas opciones
hay de combinar dicha seleccidon?

Para esta situacion se tiene que V= 47 y n = 6.

Al analizar las caracteristicas de la muestra se observa que no hay repeticion, pues una
balota que ha sido seleccionada no se devuelve a la urna y no es importante ¢l orden,
pues es una aclaracion especifica de este estilo de loteria

Con base en ¢l anterdor andlisis, se tiene que el niimero de elementos del espacio muestral
estd dado por:
47) = 47X 46 X 45 X 44 X 43 X 42 X 41! _

— 47 X 46 X 45 X 44 X 43 X 42

6X53X4X3%X2X1 = 10.737.573

Asi que hay 10.737.573 posibles combinaciones en la seleccion.

.

Recuerda que...

L3 combinatoria entre
daos nimeros naturales es

atro numero natural, ade-
mds, para los de 2 pabla-
cion y lamuestra n = N.
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Afianzo COMPETENCIAS o Interpreto -‘3 Argumento -G Propongo -. Ejercito -. Razono -a Soluciono problemas

L 1) 75.Un experimento aleatorio tiene tres etapas, con
tres resultados posibles en la primera, dos en la
segunda y cuatro en la tercera.

;Cudntos resultados existen para el experimento?

(D 76.En un concesionario se estin ofertando vehiculos
por ser fin de afio. La oferta ofrece dos tipos de
vehiculo: mecdnico y automitico. Ademds, cada
uno tiene la opcién de un lujo: vidrios eléctricos,
aire acondicionado o sistema de audio. Hay dis-
ponibilidad en cinco colores: rojo cérdoba, gris
bretafia, dorado oro, verde pasion y negro.

:De cudntas maneras un cliente puede escoger ¢l
vehiculo que va a comprar? Explica tu respuesta,

# Para la final del Campeonato nacional de fiitbol co-
lombiano clasificaron cuatro equipos: Tolima, Once
Caldas, Cicuta y Equidad.

77. Escribe una pregunta para este contexto que se
pueda responder mediante el principio de mult-

plicacion.

78. Escribe una pregunta para este contexto que se
pueda responder utilizando las permutaciones.

@ B 06 de una ticnda de comidas répidas ofrecc las
siguientes opciones para preparar una hamburguesa,
p

( iArma tv hamburguesa!
 Tlpos de queso ]

* Pollo » Mozarela

* Res ahumada » Doble crema

* Res al carbon * Campesino
dulces ado¢

* Pifia * Tocineta

* Mora * Huevo

* Ciruela » Guacamole

79. ;De cuidntas maneras diferentes puede un cliente
pedir su hamburguesa?

80. Si un dia determinado se decide no ofrecer
acompafiamientos dulces, ;de cudntas maneras se

puede formar la hamburguesa?
320| DTt

En una universidad, los estudiantes de las diferentes
carreras deben tomar cada semestre, ademads de las
asignaturas propias de la carrera, tres materias mds.
Cada una de esas materias debe estar contenida en
alguno de los cuatro grupos que se plantean a conti-
nuacion:

Grupo 1. Desarrollo profesional
Materia 1: Ftica
Materia 2: Teoria de las buenas maneras
Materia 3: Comunicacion y simbolos
Grupo 2. Desarrollo personal
Materia 1: Yoga
Materia 2: Pilates
Materia 3: Taichi
Grupo 3. Psicologia de la sociedad
Materia 1: Psicologia evolutiva
Materia 2: Entrenamiento empresarial
Materia 3: Psicoandlisis del cliente
Grupo 4. Desarrollo fisico
Materia 1: Danzas
Materia 2: Vocal
Materia 3: Plistica
Materia 4: Teatro
81. ;De cudntas maneras puede un estudiante escoger
si solo tiene en cuenta los grupos?
82. ;De cudntas maneras puede escoger sus tres ma-
terias si se decide por los grupos 1, 2 y 32
83. ;Cambiaria ¢l nimero anterior si decide escoger
los grupos 2, 3 y 42 Explica tu respuesta.

Para la semana cultural del jardin infantil “Mis pri-

meros pasos” se ha organizado un reinado.

Las finalistas son: Sofia, Ana Maria, Juliana, Fer-

nanda, Camila y Laura.

84, ;:De cudntas maneras podrian quedar como reina,
virreina y primera princesa?

85. Si a ultima hora Juliana no participa en la final,
¢de cudntas maneras puede quedar la eleccion?

86. Si se sabe que Laura tiene que quedar entre las
tres elegidas, ;de cudntas maneras se podra hacer
la eleccion?



a En un concurso de cocina profesional los partici-
pantes pueden seleccionar cuatro ingredientes entre
scis para adobar su plato. Las opciones son:

Orégano
Piprika
Ajo
Jengibre
Tomillo
Cebollin

87. :De cudntas maneras un participante del con-
curso puede hacer la eleccion?

88. Si el primer participante selecciond cebollin y
jengibre y solo se puede elegir uno de estos ingre-
dientes en comuin, ;de cudntas maneras podrian
hacer los otros concursantes la eleccion?

En una cludad las diligencias de cambio de zonifica-
cién siguen un proceso de dos etapas: una revisién
por parte de la comisién de planeacion y una deci-
sién final por parte del consejo ciudadano.

En el paso 1, 1a comisién de planeacidn revisa la peri-

cion de cambio de zonificacion y emite una recomen-

dacién positiva o negativa acerca del cambio. En ¢

paso 2, ¢l consejo dudadano revisa la recomendacion

de la comisidn de planeacion y vota aprobindola o
P ¥ P

rechazindola.

constructor de conjunto residencial acaba
El constructor de un conjunt dencial acaba de
presentar una solicitud de cambio de zonificacion.

89. Si el procesamiento de la solicitud se considera
un experimento aleatorio, jde cuintas maneras se
podria dar la respuesta?

90. Escribe las posibles opciones que se presentarian
en ¢l numeral anterior.

a Para los juegos intercursos se propuso disefiar una
bandera que represente a cada grado.
Las condiciones para todas las banderas son las
mismas. Hay cuatro franjas y seis colores disponibles:
azul, rojo, verde, amarillo, morado y blanco.

Estandar Pensamiento aleatorio !rm '

91. ;Cudntas banderas diferentes se podrd disenar?
92. ;Cudntas banderas se podri disenar si los colores
verde y rojo no pueden quedar seguidos?
Se ponen dentro de una bolsa las letras de la palabra
abuelito.
93. ;Cudntas palabras, con o sin significado, se

pueden formar con estas letras?

a Los estudiantes del grado noveno de un colegio dela
ciudad deben presentar la prucha Saber. El colegio
ha decidido que para motivarlos a sacar buenos
resultados premiard los tres mejores promedios,
teniendo en cuenta lo siguiente:

Al mejor puntaje le dard un iPad.
Al segundo puntaje le dard un iPod touch de 32G.

Al tercer puntaje le dari un iPod nano de 8G.

94. Si en grado noveno hay 43 estudiantes, determina
de cudntas maneras podrian obtener el premio los
estudiantes.

95. Si ¢l dia de la prueba faltan 7 estudiantes, jcam-
biari el nimero de posibilidades de los resul-
tados? ;Por qué?

a Se meten dentro de una bolsa tarjetas con los digitos
del 0 al 4. El experimento consiste en sacar dos tar-
jetas, en orden, y formar un nimero de dos cifras.

96. ;Cudntos ndmeros podrin formarse?

97. Si la tarjeta con el niimero 0 sale primera, se saca
otra tarjeta mds. En este caso, ;cuintos ndmeros
podrin formarse?

98. Si ahora el experimento consistiera en sacar la
tarjeta y devolverla a la bolsa, jcudntos ndmeros
se podrian formar?

99. ;En cuidl de los numerales 96, 97 o 98 se presenta
un caso con un mayor nimero de posibilidades?
Explica tu respuesta.
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Un cliente se acerca a una empresa de telefonia ce-
lular para adquirir un teléfono mévil.
El asesor de servicios le ofrece méviles de gama alea
o gama media. Ademds, para cualquiera de las dos
gamas, le ofrece planes de telefonia con cuenta con-
trolada o abiertos. Para el caso de cuenta controlada
le ofrece tres planes distintos en los cuales no se cobra
el TVA: y para los planes abiertos, le ofrece cuatro
opdones de beneficios adicionales como: seguro para
hogar, seguro para vehiculo, descuentos en estableci-
mientos y bono para accesorios.

100. Si un cliente decide comprar un celular de gama
alta, jeudntos planes diferentes podri adquirir?

101. Si un cliente decide que su plan debe ser de
cuenta controlada, ;de cudntas maneras dis-
tintas pueden ofrecerle un plan?

102. Si un cliente piensa que el mejor beneficio serd
¢l estar exento de IVA, ;cudntos planes dife-
rentes le podrin ofrecer?

@ Parz formar el Concejo de Bogots se han postulado
70 candidatos, de los cuales solo 45 podrin ocupar
una curul. Suponiendo que la eleccidn fuera alea-
toria y no por voto popular:

103. ;De cudntas maneras distintas podrian los 70
candidatos ocupar las 45 curules?

104. Si se sabe que de los 70 candidatos ya es seguro
que 10 serin concejales, ;de cudntas maneras
padrin ser seleccionados los otros?

a Un programa de concurso premia a los participantes
teniendo en cuenta que respondan correctamente
una pregunta; para premiar el concursante mas rd-
pido, también tienen en cuenta el tiempo que toma
en elaborar la respuesta.

105. Si s¢ asume que la eleccidn de los finalistas es
aleatoria, ;de cudntas maneras posibles pueden
clasificar 10 de los 30 participantes?

322 o

106. Si se sabe que para los cinco primeros clasifi-
cados los premios serin los mismos, pero del
sexto al décimo clasificado recibirin premios
mayores entre menos tiempo hayan empleado
en la elaboracidn de la respuesta, jde cudntas
maneras se podrdn premiar los 10 finalistas?

e Para el Tomeo nacional de gimnasia olimpica, el
entrenador del Valle debe seleccionar entre Lina,
Mariana, Andrea, Alejandra, Tatiana, Maria Camila,
Luisa y Natalia, las cuatro deportistas que represen-
tardn al departamento.

107. Responde: Si todas las deportistas tienen el
mismo nivel fisico, ;de cudntas maneras puede
hacer el entrenador la eleccion?

108. Suponiendo que Natalia y Luisa son las mejores
gimnastas y obligatoriamente deben representar
al departamento, ;de cudntas maneras se puede
conformar ¢l equipo completo?

eﬂngtla va a ir de compras a un centro comercial;
busca un almacén de cosméticos que estd ubicado
en el segundo piso. El centro comercial tiene cuatro
vias de acceso, seis entradas y tres formas de subir al

segundo piso.

109. ;De cuintas formas puede llegar Angela al al-
macén?
110. Si el dia que .-‘\ngcla va al centro comercial una

de las escaleras esed cerrada por mantenimiento,

sde cudneas formas puede legar?
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6. Probabilidad y conteo * s Anpladn

Es posible asignar probabilidades a los resultados experimentales. Asi, dado un experi-

mento aleatorio, en ¢l cual se determinan unos eventos, es posible conocer especifica-
mente la probabilidad de ocurrencia de alguno de ellos.

Para hacerlo es importante tener en cuenta las propiedades de la probabilidad, la formula
cldsica de probabilidad y cémo se organicen las muestras tomadas de la poblacidn dada,

es decir, tener en cuenta el orden y la repeticidn.

Para la eleccién del nuevo equipo que presen-
tard la seccion de deportes en un importante
canal de television se presentaron seis comu-
nicadores sociales con amplia experiencia en
la narracion deportiva y conocimientos en
varios deportes.

Los candidatos fueron: Javier, Manuel, Oscar,
David, Roberto y Julidn.

Si el equipo de presentadores estard formado
por una pareja, ;eudl es la probabilidad de que
Roberto y Julidn sean elegidos?

Para determinar la probabilidad de que los dos candidatos sean los presentadores, primero

se debe encontrar el ndmero de elementos del espacio muestral. Como en la eleccidon no
importa ¢l orden y no hay repeticion, tenemos ¢l caso de una combinatoria, asi:

2 e 6! _6X5X4l _6X5 _ 30 _
M) =G @ AXY C2ZXI 2z oD
Ahora, sea E ¢l evento que consiste en que Roberto y Julidn sean la pareja elegida, ast:
#(E) =1

Luego, la probabilidad de ocurrencia de E estd dada por:
— .1 _
P(E) = 15 6,6%

Si para este mismo caso se quisiera encontrar la probabilidad de que, por ejemplo, Oscar
fuera elegido, tendriamos que de los dneo comunicadores restantes solo se escogeria uno.
Asi, sea E, el evento que consiste en que Oscar sea elegido, entonces:

#HE) =G =5
Asi, la probabilidad de que Oscar sea uno de los seleccionados esti dada por:
-
Py =2

P(E)= % = 33,3%

De la misma manera, la probabilidad de que David, por e¢jemplo, sea uno de los elegidos
es 33,3%. Asi, cada uno de estos eventos puede considerarse equiprobable.

r;ecuerda que... \
1.0=PE) =1
La prebabilidad de ocu-
rrencia de un evento
sigmpre estd entre 0y 1.
2.5 FUEU ... UE,
con | 7, entonces,
AL+ PE) .-
+ AR =1
La suma de las prebabil-
dades de todos los even-
tos del espacio muestral
debe ser 1.

3. A)=0

J

4. A =1

Matematicamente
iQué significa que dos |

eventos sean equipreba-
bles?
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) Una persona selecciona dos cartas de una baraja. Si
se tiene en cuenta que las letras |, Q, K se consideran

111, ;Cudl es la probabilidad de que las dos cartas
sean figuras?
112. ;Cudl es la probabilidad de que ninguna de las
cartas sean figuras?
113. ;Cuil es la probabilidad de que exactamente una
carta sea figura?
\3 114. Explica la manera de calcular la probabilidad de
que las dos cartas sean ases.
# 115.Escribe una pregunta para esa situacion tal que
la prohabilidad sea 0,5.

e El equipo cientifico de un importante hospital in-
fantil del pais se ha dedicado a investigar sobre las
enfermedades huérfanas en los nifios de estratos 1,
2 y 3. Dicho equipo publicé un documento que se
propuso para un congreso mundial de enfermedades
infantiles, razén por la cual dos de los médicos in-
vestigadores deberdn viajar a Londres a presentar los

resultados de su investigacién.
El equipo estd conformado por tres hombres v dos
mujeres, asi:

Juan Andrés Neurocirujano

Pedro Oneologo

Daniel Cardiologo

Lucia Neumdéloga

Martina Endocrinéloga
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116. Determina la probabilidad de que Lucia y Mar-
tina sean quienes viajen a presentar los resul-
tados.

117. Halla la probabilidad de que dos de los hombres

sean los que viajen a Londres.

118. Encuentra la probabilidad de que viajen un
hombre y una mujer a Londres.

119. Halla la probabilidad de que Martina y Juan
Andrés sean quienes viajen a presentar los resul-

tados en Londres.

En una de las vilidas de Férmula Uno, scis de los
competidores se consideran favoritos para obtener la
pole y los cinco lugares siguientes para la arrancada
del gran premio.

Los pilotos son nombrados como P1, P2, P3, P4, P5
y P6.

120. ;De cudntas maneras diferentes podrin quedar
ubicados los pilotos en la pista ¢l dia del gran
premio?

121. ;Cuil es la probabilidad de que P1 se ubique en
la pole?

122. ;Cuil es la probabilidad de que PS5 se ubique en
la pole?

123. ;Cuil es la probabilidad de que P4 se ubique en
la pole y P2 se ubique en ¢l segundo lugar?

124. ;Cuidl es la probabilidad de que P3 no quede
ubicado en la pole?

a Una persona que apuesta todos los dias la loteria
decide determinar qué posibilidades tiene de ganar.
Para cllo, analiza que el billete de loteria que compra
juega con un nimero de cuatro digitos y una serie de
dos digitos que va del 00 al 30.

125. Si esta persona compra un billete de loterda, ;qué
probabilidad tiene de ganar el premio?



8 El programador de los comerciales de television de
un canal privado tiene disponibles cuatro comer-
ciales para alternarlos en la franja familiar de las
noches. Los dos primeros comerciales tienen una
duracién de dos minutos cada uno, el tercer comer-
cial tiene una duracién de tres minutos y el cuarto
comercial, una duracién de cuatro minutos.

Cada comercial puede repetirse las veces que sea ne-
cesario para completar cada franja de comerciales.

Si la primera tanda de comerciales es de seis minutos:

126. ;Cuil es la probabilidad de que se programen los

cuatro comerciales?

127. ;Cudl es la probabilidad de que se programen

tres comerciales?

128. ;Cuail es la probabilidad de que se programen al

menos dos comerciales?

129. Si el programador decide eliminar todas las
secuencias en las cuales el mismo comercial se
repite dos o mds veces seguidas, jcudl es la pro-
babilidad de que en la franja de seis minutos se
programen cuatro comerciales?

Para la elaboracién de una pieza electronica que se
incluird en un juguete de control a distancia, se ha
incluido un dispositivo que debe pasar por cuatro
procesos distintos:

Proceso 1: Dibujo del circuito.

Proceso 2: Fijacion del mapa en limina de cobre.
Proceso 3: Eliminacion de sobrantes en ¢l mapa.
Proceso 4: Ensamble sobre 1a Iimina.

En el proceso 1 trabajan tres operarios distintos (O1,
02, 03); en ¢l proceso 2 trabajan dos operarios (P1,
P2); en el proceso 3 trabajan cinco operarios (Q1,
Q2, Q3, Q4, QQ5) y en el proceso 4 trabajan dos ope-
rarios (R1, R2).

Estandar Pensamiento aleatorio rm.

130. Halla la probabilidad de que en ¢l ensamble del
dispositivo haya participado R,

131. Halla la probabilidad de que en el ensamble del
dispositivo haya participado Q.

132. Halla la probabilidad de que en ¢l ensamble del
dispositivo participaran O, P, Qs R..

a Una bolsa negra contiene tres bolas rojas, dos bolas
azules y una bola verde. Una persona extrae una
bola y anota su color, luego, la devuclve a la bolsa y
selecciona otra bola para anotar su color.

133. ;Cuil es la probabilidad de que la primera bola
seleccionada sea roja?

134. ;Cudl es la probabilidad de que la segunda bola
seleccionada sea roja?

135. ;Cuil es la probabilidad de que la primera bola
seleccionada sea roja y la segunda, sea verde?

136. :'Cu:i] es la probabilidad de que las dos bolas

seleccionadas sean de colores distintos?

a Los competidores de una carrera ciclistica son Carlos,
Lorenzo y Ramén. Hernando apostari pensando en
los dos primeros lugares de la carrera.

137. Si Hernando apuesta que Lorenzo ganard la
carrera, ;qué probabilidad tiene de ganar?

138. Si Hernando apuesta que la premiacion serd
para la pareja (Lorenzo, Carlos), en cualquier

orden, jqué probabilidad tiene de ganar?

139. Si apuesta a que el orden correcto para la premia-
cién serd primero Lorenzo y segundo Ramon,

;qué probabilidad tiene de ganar?
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A  (resumen)

Analisis de una variable cualitativa

}I‘

@ Segrin las ltimas encuestas, los cuatro programas mds vistos en los canales de televisién en la franja de las 7:00
p- m. a las 8:00 p. m. son: Talentos, Noches de accion, Adivine y Cuentacuentos. A continuacién se presentan

los datos de la encuesta:

Talentos Adivine Noches de accion Adivine Talentos
Noches de accion Talentos Noches de accion Adivine Talentos @' —
Talentos Talentos Adivine Noches de accién Talentos
Talentos Adivine Adivine Talentos Talentos
Talentos Cuentacuentos Talentos Talentos Noches de accion
Adivine Cuentacuentos Talentos Noches de accion Talentos c — ]
Cuentacuentos Noches de accion Talentos Adivine Talentos
Talentos Noches de accion | Noches de accion Talentos Talentos
Noches de accidn Talentos Noches de accion Talentos Noches de accion
Talentos Talentos Noches de accion Talentos Cuentacuentos c__ —

140. ;Los datos corresponden a una variable cualitativa o cuantitativa? Explica tu respuesta.

Aa
|

141. Elabora, en tu cuaderno, la distribucién de frecuendias correspondiente para estos datos.

142, Elabora una grifica de barras que represente la informacion.

N
|

E
J
E
R
C
!
C
!
0
S
P
A
R
A
R
E
P
)
S
A
R

f

0
I

143. De acuerdo con la encuesta, ;qué programa es el de mayor teleaudiencia en la franja mencionada?

8
|
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Estandar Pensamiento aleatorio
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Caracterizacion de dos variables
cualitativas

P Se pregunto a un grupo de deportistas de alto ren-
dimiento por la bebida hidratante que consumen
después de un entrenamiento. Los resultados se
clasificaron teniendo en cuenta el género, asi:

Jugo o 3

144. Elabora la tabla marginal asociada a la variable
género y escribe algunas conclusiones a partir de

ella.

145. Elabora la tabla marginal relacionada en la va-
riable tipo de bebida. Escribe algunas conclu-

siones con base en ella.

146. Elabora, en tu cuaderno, un diagrama de barras
que describa claramente los resultados presentados
en la tabla marginal de porcentajes.

Caracterizacion de variables
cuantitativas

. A continuacién se presentan los datos de los sala-
rios de 50 presidentes de mercadeo de diferentes
empresas del sector de alimentos congelados. Los

datos estin dados en miles de délares.
145 95 148 112 132
140 162 118 170 144
145 127 148 165 138
173 113 104 141 142
116 178 123 141 138
127 143 134 136 137
155 93 102 154 142
134 165 123 124 124
138 160 157 138 131
114 135 151 138 157

147. Elabora, en tu cuaderno, la ojiva para esta si-
tuacién y escribe algunas conclusiones sobre la
variable estudiada.

148. Calcula las medidas de tendencia central y escribe

algunas conclusiones con base en ellas.

149. Encuentra la desviacion estindar y determina si la

mr:dia s un blltl'l rrpresenmntc €n este caso.

Probabilidad y conteo

¥ Una heladeria ofrece en su carta un helado especial
que contienc tres sabores y dos salsas. Los sabores
entre los que se puede escoger son: fresa, chidle,
pistacho, almendra, chocolate, maracuyd, brownie
y frutos rojos. Las salsas pueden ser: agris, are-
quipe y mandarina.

150. ;Qué probabilidad hay de que un cliente pida un

helado que tenga salsa de mandarina?

151. ;Cuidl es la probabilidad de que los tres sabores
elegidos sean maracuyd, fresa y frutos rojos?
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Para las vacaciones de fin de afio, una agencia de turismo ofrece a sus clientes una "Aventura extrema’ Dicho
plan de vacaciones plantea varias opciones para disfrutar al maximo de diferentes actividades con deportes no
comunes. A continuacidn se presentan las opciones:

Desplazamiento al lugar: Nuestra empresa
ofrece la posibilidad de desplazarse en
vuelo directo o por tierra. En cualguiera
de las dos opciones usted disfrutara de la
compania de nuestros guias expertos.

Ofrecemos tres tipos de acomodacion
segun sus necesidades:

Acomodacion doble en habitacion.
Acomodacion triple en habitacion
Acomodacion cuddruple en cabana.

Ofrecemos tres tipos de deportes.

Alto riesgo: ofrecemos tados los disposi-
tivos de seguridad para que su diversidn
sed extremna, pero tranguila.

Mediano riesgo: disfrutard de la interaccion
con la naturaleza y sus paisajes.

Bajo riesgo: en forma tranquila interactuard
con los paisajes naturales del entomo.

¢(De cuéntas formas diferentes puede un cliente programar sus vacaciones seglin la oferta anterior?

Comprende el problema.
3Cuil s la pregunta del problema?
:De cudntas formas diferentes puede un cliente programar sus vacaciones?
1Cudles son los datos del problema?
Las opciones de viaje son dos: vuelo y tierra.
Los tipos de acomodacion son tres: doble en habitacién, triple en habitacion, cuddruple en cabafa.
Los tipos de deportes son tres: alto riesgo, mediano riesgo, bajo riesgo.

Elabora un plan y liévalo a cabo.

Para resolver la pregunta se debe aplicar el principio de multiplicacion. Para ello, se multiplica el nimero
de opciones de viaje por el niimero de tipos de acomodacion por el nimero de tipos de deporte. Asi:
2X3X3=18.

Verifica y redacta la respuesta.
Se verifican las operaciones y se concluye que el dliente tiene 18 opciones para programar sus vacaciones.




Un juego de aptitud matemdtica, que se juega en pa-
rejas, consiste en adivinar el ndmero del contrincante.
Mateo y Camila se enfrentan en el juego; pama ello cada
uno escribe en forma secreta un nimero de tres cifras.
En orden, cada uno le dice a su contrincante un niimero
de tres digitos y este a su vez debe decirle si las cifras
del niimero estin o no estin en su propio nimero. Asi
se continda el juego hasta que alguno logre adivinar el
ndmero de su contrincante.

152. ;Cuintos nimeros de tres cifras puede escribir cada
jugador?

153. Silos nimeros se pueden repetir, ;cudntas opciones
de nimeros podria escribir cada jugador?

. Si se pone como regla que el cero no puede ser el
primer digito del niimero, ;cuintos ndmeros resul-
tardn?

. Si Camila le dice 2 Mateo que dos de los ndmeros
que él le dijo forman parte de su nimero y que
ademis estin en la posicion correcta, jcudntos
nimeros podria decir Mateo para ganar el juego?

156. Si Mateo le dice a Camila que los tres nimeros que
le ha dicho forman parte de su ndmero, jcuintas
posibilidades de niimeros tiene Camila?

En una bolsa se tienen cinco tarjetas y cada una estd
numerada con los digitos impares. Si se seleccionan al
azar dos tarjetas en forma consecutiva:

157. Halla la probabilidad de que ¢l nimero formado
termine en nueve.,

. Determina la probabilidad de que el nimero for-
mado no termine en tres.

. Encuentra la probabilidad de que la suma de las
cifras del miimero formado sea un niimero impar.

. Encuentra la probabilidad de que la suma de las
cifras del nimero formado sea un niimero par.

. Encuentra la probabilidad de que las cifras del
niimero formado sean mayores que 4.




&‘ Y esto que agrendi‘ ipara gué me sirve? l

..Para disefar juegos para los parques b
Galerla de

de diversiones. sl

:Cémo se determina si un juego disefiado para un
parque de diversiones se puede poner en funciona-
miento?

El ingeniero mecdnico de un parque de diversiones ha
disefiado un nuevo juego que debe ser probado antes de
ponerlo en funcionamiento.

Para tal prueba se estudiaron datos especificos de diez
individuos que constituyeron una muestra (hombres
y mujeres entre 18 y 35 afios) de la poblacidn que fre-
cuenta ¢l parque.

La experiencia se basé en mediciones del perimetro
craneal P,y el perimetro abdominal P, de dichos indivi-
duos y, ademds, se sometieron a un estimulo eléetrico 2,
producido por una bateria de 9 voltios. El equipo de se-
guridad del parque, conformado por varios ingenieros,
determiné que si la expresion (2, — ) X ¢, es menor
o igual a 33, entonces, se pondrd en funcionamiento
el juego. A continuacion se presentan los resultados de
dichas mediciones:

Perimetro craneal (cm) 56 57 | 56 | 56 , 55 58 , 61 | 57 55 . 56
Perimetro abdominal (cm) 83 82 80 81 81 83 87 84 83 81

Mediciones
Individuo SRR EAEIEIARAEIRE ARER .
Tiempo (s) 1) 2)2)3)2)1)2)1]) 1)1

1. Determina cudles son las variables que se estin es- 5. Basado en el andlisis de la informacion, determina

tudiando en la investigacidn. si es posible poner en funcionamiento el juego.
2. Elabora un diagrama de tallo y hojas para las varia- 6. Imagina que eres el responsable de entregar los re-
bles que consideres necesario y til hacerlo, sultados al comité que aprucba el funcionamiento

del juego. Con base en lo anterior, elabora un
informe que presente a dicho comité el proceso
estudiado y las conclusiones.

3. En este caso, ;la ojiva constituye un elemento 14l
para analizar la informacién? Justifica tu respuesta.
4. Elabora una tabla en donde relaciones las tres varia-
bles estudiadas y escribe conclusiones con base en

ella,

S — ——————————————————— . |
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..1ambién sirve para saber las posibilidades
de ganar una apuesta.

En la actualidad, el mundo de las apuestas crece a pasos agigantados y es tal el furor que tiene, que cada

vez existe mayor diversidad en las modalidades de juego, y ese es el caso de las apuestas combinadas.

Las apuestan tienen variantes como el monto que se va a apostar y lo que se paga por el acierto que se
obtiene. Las apuestas combinadas se dan cuando se apuesta a que dos sucesos ocurran simultineamente.
En los deportes se pueden realizar ficilmente y se ganan acertando dos marcadores en cualquier evento.

Por ejemplo, en una apuesta por un partido de fithol entre Colombia y Argentina pagan 2 veces el valor
apostado a favor de Argentina, 3,5, veces el valor apostado a favor de Colombia y por ¢l empate, 2,5 veces
por ¢l valor apostado. Si se hace una apuesta sencilla de $10.000 a favor de Argentina pagan $20.000.
Ahora si existiera otro partido de fitbol entre Brasil y Venezuela y pagaran 5 veces a favor de Venezuela
v 3 veces a favor de Brasil, al apostar $10.000 a que gana Brasil se ganaria $30.000.

Pero si se hiciera una apuesta combinada de $20.000 porque ganaran Argentina y Brasil en sus respec-
tivos encuentros, la ganancia se hallaria multiplicando el dinero apostado por el valor que pagan los dos
aciertos asi: 20.000 - 2 + 3. Se obtendria asi una ganancia de $120.000, siempre y cuando se acierten
los dos eventos simultineamente.

La apuesta combinada resulta mis seductora para el apostador porque tiene una ganancia neta de
$100.000 mientras que, en dos apuestas sencillas, la ganancia neta seria de $30.000 apostando los
mismos $20.000.

1. ;En qué caso es mds probable ganar? Explica tu 3. Halla la probabilidad de ganar en una apuesta com-

respuesta, binada de dos partidos de fatbol.
2. Si se apostara $50.000 a favor de Colombia y Ve- 4. §i la apuesta combinada se hiciera en el tenis, jla
nezuela, jcudl seria la ganancia neta? probabilidad de ganar respecto a la apuesta en
fithol cambiaria?
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Trabaja con Excel

Objetivo: organizar, procesar y analizar cualguier tipo de datos, realizando célculos, manejo de farmulas y la
creacian de graficos.

Descripcion: determinar la frecuencia absoluta, la frecuencia relativa y |a frecuencia porcentual de un conjunto

de datos.
€ Activa Microsoft Excel. Luego, visualiza la pla- ® Luego, para determinar la frecuencia f de los
nilla de calculos de Excel con sus diversas he- datos anteriores se usa la funcién =CONTAR.
rramientas, como se muestra en la siguiente SI{). Por tanto, se obtiene la cantidad de datos
imagen. e —— en cada intervalo. Después, se pega la formula
w g kcory poss en el resto de la columna, como se muestra en
_,1’ [ 0 A b = la ﬁ u
--l-—-la.-’-.—m—lv—— [y —— ) o . " 9 ra.
o p———— .
u bl mu g2 Gg’a - & o a Lo v conh e eusooivsayyt BN
A Bl a i on JRES ol ow fp e o fob L]
) "“ e Rl wl wl n] ) 8 7 w4l s  w]
- ) = ” B3 wm w = i ® & 3w o : o
ey Eﬁ » godce b e bone 9 o = P T ™ T
’ 4 M 1l‘ L 1 s A Ea o a »
Al - s s, W wi e uw a & 2 m a
al 4 ; i
sl 1 | I d Ir I Ir [ 3 P
! : 1 a 1
Kol ! £ "
oL + " BN
o ! = !
! b
sl ] e ! | ! | |
.._;'_h :uu lh.ld oy, ¥
= L3 L

© Hallala frecuencia relativa f, usando la siguiente

®© Para organizar los resultados de un testen una férmula. Luego, pega la férmula en el resto de

tabla de frecuencias, con intervalos de tamafio

1 la columna.
10, por ejemplo:
o8 > > JX SCRNCIACIrCHHCETIHCHZ)
19 50 21 26 40 7 23 11 37 20 32 LN EEEE e
3215 1 21 49 26 39 8 16 6 25 T g
8 1 w| 2oz
7 35 43 49 1 12 31 9 41 18 45 ' e T
47 12 5 4 38 48 37 9 5 30 27 w21 a0 8| ou8
31 40 10 0,
40 13 45 2 29 48 ) - e

[ -
@

Primero, se ingresa cada dato en una celda y se
construye la tabla de distribucién de frecuen-
cias. Asi:

© Calcula las frecuencias acumuladas F con la
funcion =SUMA(). Recuerda usar el simbolo
$ para que la suma empiece siempre desde el
primer valor. Luego, pega la férmula en el resto
de la columna.

BEEaRE
MEIT08

_  BnGEEBE
_ Ba%onb
B e Ry

BES .o B2
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O Calcula las frecuencias relativas acumuladas Fr
con la funcién =SUMA(). Utiliza el simbolo $
para que la suma comience siempre desde el
primer valor. Luego, pega la formula en el resto
de la columna.

Fa .2 1x_cumpsace ]

Pl E ¢ o e | F G H

7 | Clase 7 w |F P P

| & 1 10 12| 024 12 0z

o 1" 20 o] os8] 21| os2
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© Calcula la frecuencia porcentual %, con la ex-
presién =D8%100, como se muestra en la si-
guiente figura.
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0 Verifica que la suma de los resultados de la
frecuencia porcentual es 100, aplicando la he-
rramienta ¥ Autosuma a las celdas G8 hasta
G12. Como se muestra en la figura.
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0 Determina la marca de clase x;con la expresion
=(A9+B9)/2, como se muestra en la figura.
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€0 Para realizar el histograma, selecciona las
celdas relacionadas con la frecuencia absoluta,
para este caso C8 hasta C12. Luego, ubicaen el
mend Insertar, la herramienta Columna y haz
clic en Columna 3-D, como se muestra en la
figura.
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Observa el diagrama que se despliega.

f l l

ol

1
|
b
b
)
-

-nmuf

-

-

T=TT"7

)
=3

€% Para mejorar el aspecto del diagrama anterior,
utiliza la herramienta Disefios de grafico.
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% Utiliza Excel para organizar la informacion del
ejemplo de la pagina 303 en una tabla de fre-
cuencia. Luego, verifica los datos.

6% Utiliza Excel para elaborar la tabla de frecuen-
cias del ejercicio 37 de la pagina 307.
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GLOSARIO i

(B
C

Q

Angulos alternos externos: snqulos que se forman en dis-
tinto lada respecto a una transversal que corta dos rectas na
adyacentes.

Angulos alternos internos: ingulos que se forman Inter-
namente, en distinto lado respecto a una transversal que corta

\ dos rectas no adyacentes.

Angulos opuestos por el vértice: dngulos que tienen un
vértice comdn donde las lades de uno son semirrectos opues-
w05 a los lados del ato.

Angulos suplementarios: dnguics cuyas medidas suman
180,

Baricentro: punto en que concunen las medianas de un
ridnqule.

Coefidente: constante que multiplica la parte literal de un
término algebraico.

Decimal exacto: nimero decimal cya parte dedmal es fi-
nita.

Decimal periédico: nimero decimal cuya parte decimal
estd compuesta por una cifra o un cenjunto de cifras que se
repiten hasta el infinito.

Desigualdad: relacion de comparacion que se establece en-
tre dos ndmeros con el fin de indicar cudl es mayor o cudl es
menar.

Binomio: expresian algebraica gue tiene dos términos.
Bisectriz: recta que pasa por el eje de simetrfa de un dngulo.

Cuadrado perfecto: nimero que se chtiene al elevar otro
al cuadrado.

Desviadén media: suma del valar absoluto de las desviacio-
nes respecto a la media, dividida entre el ndmere de datos de
una distribucién estadlstica.

Divisién sintética: método abreviado para hallar el coclente
y el residuo, cuando el divisor es un binemio de la formax — 4.
Dominio: conjunta compuesto por las primeras componen-
tes de los pares ordenados de una funcién.

Ecuadén: igualdad entre expresianes algebraicas que sola es
clerta para algn o algunos valores de las variables.

Ecuadén exponencial: ecuacién en a que la variasle figura
en el exponente.

Ecuaciones equivalentes: ecuaciones que Senen el misme
conjunta solucién.

Espado muestral: conjunto formade per los posibles resul-
tades de un experimento aleatorio.

Fraccién algebraica: cociente de das polinomios.
Funcién: en general, una funcién de una varable x es una
regla de correspondencia o férmula gue asigna a cada valor
de x del dominio un dnico ndmero en el range.

Funcién afn: funcion de la forma y = mx + &, donde my &
son constantes.

Grado de polinomio: el mayor de los exponentes de las
partes literales de los érminas que companen un polinomio.

Incégnita: cada una de las letras distintas que aparecen en
una ecuacion.

Experimento aleatorio: experimenta del cual no se puede
prever el resultade.

Expresién algebraica: tada expresién compuesta por ni-
meres ¥ por letras separadas por los signas de la operaciones
fundamentales. Por ejemplo: 3ax, 5 + o — 3b.

Expresién algebraica irracional: expresion algebraica en
la que aparece alguna varlable bajo e siana radical.
Expresién algebraica racional: expresién algebraica en la
que aparece alguna variable en el denominador.

Funcién cuadratica: funcion de la forma y = a + bx + ¢,
diferente de cero. Su grafica es siempre una pardtola.
Funcién exponencial: funcién de la forma y = a*. Su gréfica
esuna linea curva cuya orientacion depende del valor de a.
Funcién lineal: funcién de la forma y = mx, donde m es una
censtante,

Funcién logarftmica: funcién dela forma y = Log x

Gréfica de una fundén: dibujo en ¢! plano cartesiano gue
indica la relacidn entre dos variables.

Inecuadén: relacion de desigualdad entre expresiones alge-
oralcas.
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Maximo comin denominador: mayor nimere que divide
exactamente a dos o mas ndmeros.

Mediatriz: recta que pasa por &l eje de simetria de un seq-
mento.

Medidas de dispersién: medidas estadisticas que permiten
determinar qué tan concentrados o determinadas se encuen-
tran los datos de una distribucién.

Namero complejo: tado nidmera de la forma a + bi, donde
ay b san nimeros reales.

Nimero imaginario: todo nidmere que elevade al cuadrado
da como resuftade un nimero real negativo. La unidad imagi-
naria se simbaliza por #y se define como # = —1.

Medidas de tendencia central: valores alrededor de los m
cuales tienden a concentrarse los datos de una distribucién
estadlstica.

Minimo comdn maltiplo: menar miultiplo compartido por

dos o mas nimeros.

Monomio: =xaresidn algebraica en la que se aperan solo
preductes y potencias. Par tante, esta compuesto por un solo
wérmino.

Nimero irracional: aquel que no se puede escribir como la m
razén entre dos nlmeros entercs.

Niamero racional: nimero que se puede expresar comao el
coclente de das nimeros enteros.

Nimeros reales: conjunto gue tiene todos los ndmeros ra-
cionales e irmacienales.

Poliedro: toda sélida limitado por caras en forma de poligo-
nas.

Poligonos semejantes: dos paligonas se dicen semejan-
tes sl exdste una carrespondencia entre las vértices tal que los
angulos carrespondientes son congruentes y kos ladas corres-
pondientes son proporcionales.

Polinomio: expresidn algebraica que consta de uno o mds
_ términes.

Rango: en estadistica, diferencia entre el date mayor y el dato
menor de una coleccién de datos.

Sistema de ecuaciones lineales: conjunto de dos ecuacio-
nes lineales con dos variables o incognitas.

Teorema: proposicién que afirma un hecho demostrable.
Término: cada uno de los surnandos que aparecen en una
expresién algebraica. Por ejemple, la expresidn 24 + 56 tiene
das wrminas.

Valor numérico de un monomio: nimero que se abtiene
al sustituir las letras por nimeros.

Variable algebraica: cada una de las letras distintas que
aparecen en una expresidn. Por ejemple, 20 — 3ab + btiene
\cos varablesay b.

Polinomio irreductible: palinomio que no se puede expre- D
sar como el praducto de mencr grado. ,
Progresién aritmética: sucesién de nidmeros reales en la

que cada nimere, excepto el primero, se obtiene del anterior
sumandaole una cantidad constante.

Progresién geométrica: sucesidn de nimeros reales en la

que cada ndmere, excepto el primero, se obtiene del anterior
multtiplicandole una cantidad constante.

Recorrido: en dlgebra, conjunte compuesta por las segundas
cempenentes de los pares ordenados de una funcidn.

O

Tridngulos congruentes: tridngu'cs en los que hay una co-
mespendencia entre vértices, de manera que cada par de lados
y de dnqulos corespondientes miden lo misme.

2

Variable dependiente: variacle cuyas valores dependen de
los valores gue se asignen a la variable dependiente.
Variable independiente: variable a la cual se le asignan va-
lores arbitrarios en una funcién.
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